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Apunte 40 

 

Escalón unitario 

 

𝑓(𝑡) = {
sin 𝑡           0 ≤ 𝑡 <

𝜋

4

sin(𝑡) + cos(𝑡)       𝑡 ≥
𝜋

4

 

 

Escribir en términos de la función escalón unitario. 

 

𝑓(𝑡) = sin 𝑡 + 𝑔(𝑡)  con  𝑔(𝑡) = {
0        0 ≤ 𝑡 <

𝜋

4

cos(𝑡)         𝑡 ≥
𝜋

4

 

 

𝑔(𝑡) = 𝑢 (𝑡 −
𝜋

4
) cos(𝑡) 

 

 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ℒ{sin 𝑡} + ℒ{𝑔(𝑡)} 

 

=
1

𝑠2 + 1
+ ℒ {𝑢 (𝑡 −

𝜋

4
) cos(𝑡)} 

 

=
1

𝑠2 + 1
+ 𝑒

−𝜋
4
𝑠 𝑠

𝑠2 + 1
=
1 + 𝑠𝑒−

𝜋
4
𝑠

𝑠2 + 1
 

 

𝑢 (𝑡 −
𝜋

4
) = {

0        0 ≤ 𝑡 <
𝜋

4

1            𝑡 ≥
𝜋

4
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Resolver: 

𝑦′ + 𝑦 = 𝑓(𝑡)      𝑦(0) = 5         𝑓(𝑡) = {
0    0 ≤ 𝑡 < 𝜋
3 cos 𝑡         𝑡 ≥ 𝜋

 

 

𝑓(𝑡) = 𝑢(𝑡 − 𝜋)3 cos(𝑡) 

 

ℒ{𝑦′} + ℒ{𝑦} = ℒ{𝑓(𝑡)} 

 

𝑠𝑌(𝑠) − 𝑦(0) + 𝑌(𝑠) =
3𝑠

𝑠2 + 1
𝑒−𝜋𝑠  

 

𝑌(𝑠)(𝑠 + 1) − 5 =
3𝑠

𝑠2 + 1
𝑒−𝜋𝑠 

 

𝑌(𝑠) =
(
3𝑠

𝑠2 + 1
𝑒−𝜋𝑠)

(𝑠 + 1)
+

5

(𝑠 + 1)
 

 

𝑌(𝑠) =
5

𝑠 + 1
+

3𝑒−𝜋𝑠𝑠

(𝑠2 + 1)(𝑠 + 1)
 

 

𝑦(𝑡) = ℒ−1{𝑌(𝑠)} = 5ℒ−1 {
1

𝑠 + 1
} + 3ℒ−1 {

𝑒−𝜋𝑠𝑠

(𝑠2 + 1)(𝑠 + 1)
} 

 

= 5𝑒−𝑡 + 3ℒ−1 {
𝑒−𝜋𝑠𝑠

(𝑠2 + 1)(𝑠 + 1)
} 

 

Obteniendo a: 

 

{
𝑠

(𝑠2 + 1)(𝑠 + 1)
} 

 

𝑠

(𝑠2 + 1)(𝑠 + 1)
=

𝐴

𝑠 + 1
+
𝐵𝑠 + 𝐶

𝑠2 + 1
 

 

𝑠 = 𝐴(𝑠2 + 1) + (𝐵𝑠 + 𝐶)(𝑠 + 1) 

= 𝐴𝑠2 + 𝐴 + 𝐵𝑠2 + 𝐵𝑠 + 𝐶𝑠 + 𝐶 

= (𝐴 + 𝐵)𝑠2 + (𝐵 + 𝐶)𝑠 + (𝐴 + 𝐶) 
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El sistema: 

 

𝐴 + 𝐶 = 0 → 𝐴 = −𝐶 

𝐵 + 𝐶 = 1
𝐴 + 𝐵 = 0

}
−𝐴 + 𝐵 = 1
𝐴 + 𝐵 = 0⏟      
         2𝐵=1

→
𝐵 =

1

2
      𝐶 =

1

2

𝐴 = −
1

2

 

 

𝑠

(𝑠2 + 1)(𝑠 + 1)
=

𝐴

𝑠 + 1
+
𝐵𝑠 + 𝐶

𝑠2 + 1
=
−
1
2

𝑠 + 1
+

1
2 𝑠

𝑠2 + 1
+

1
2

𝑠2 + 1
 

 

Obteniendo así: 

 

= 5𝑒−𝑡 +
3

2
ℒ−1 {−

𝑒−𝜋𝑠

𝑠 + 1
+
𝑒−𝜋𝑠𝑠

𝑠2 + 1
+
𝑒−𝜋𝑠

𝑠2 + 1
} 

 

ℒ{𝑓(𝑡 − 𝑎)𝑢(𝑡 − 𝑎)} 

= 𝑒−𝑎𝑠𝐹(𝑠), 𝐹(𝑠) = ℒ{𝑓} 

 

=
3

2
[−𝑒−(𝑡−𝜋)𝑢(𝑡 − 𝜋) + cos(𝑡 − 𝜋) 𝑢(𝑡 − 𝜋) + sin(𝑡 − 𝜋) 𝑢(𝑡 − 𝜋)] 

 

La solución general de la ED es: 

 

∴ 𝑦(𝑡) = 5𝑒−𝑡 +
3

2
[−𝑒−(𝑡−𝜋)𝑢(𝑡 − 𝜋) + cos(𝑡 − 𝜋) 𝑢(𝑡 − 𝜋) + sin(𝑡 − 𝜋) 𝑢(𝑡 − 𝜋)] 

 

= 5𝑒−𝑡 + 𝑢(𝑡 − 𝜋) [
3

2
cos(𝑡 − 𝜋) +

3

2
sin(𝑡 − 𝜋) −

3

2
𝑒−𝑡+𝜋] 
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Resolver: 

2𝑦′′ + 𝑦′ + 2𝑦 = 𝑔(𝑡)        ,        𝑦(0) = 0   ,   𝑦′(0) = 0 

 

𝑔(𝑡) = 𝑢(𝑡 − 5) − 𝑢(𝑡 − 20) = {
1         5 ≤ 𝑡 ≤ 20                      
0         0 ≤ 𝑡 ≤ 5     𝑦    𝑡 ≥ 20

 

 

Graficar a 𝑔. 

 

𝑢(𝑡 − 5) = {
0     0 ≤ 𝑡 < 5
1             𝑡 ≥ 5

           ,          𝑢(𝑡 − 20) = {
0      0 ≤ 𝑡 < 20
1          𝑡 ≥ 20    

 

 

Grafica de 𝑔(𝑡): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ℒ{𝑦′′} + ℒ{𝑦′} + ℒ{𝑦} = ℒ{𝑔(𝑡)} 

 

2𝑠2𝑌(𝑠) − 2𝑠𝑦(0) − 2𝑦′(0) + 𝑠𝑌(𝑠) − 𝑦(0) + 2𝑌(𝑠) = ℒ{𝑔(𝑡)} 

 

𝑌(𝑠)(2𝑠2 + 𝑠 + 2) = ℒ{𝑢(𝑡 − 5)} − ℒ{𝑢(𝑡 − 20)} 

 

ℒ{𝑢(𝑡 − 𝑎)𝑓(𝑡 − 𝑎)} = 𝑒−𝑎𝑠𝐹(𝑠) 

Donde 𝐹(𝑠) = ℒ{𝑓(𝑡)} 

 

ℒ{𝑢(𝑡 − 𝑎) ∗ 1} = 𝑒−𝑎𝑠 ∗
1

𝑠
 

𝐹(𝑠) = ℒ{1} =
1

𝑠
 

𝑌(𝑠)(2𝑠2 + 𝑠 + 2) =
𝑒−5𝑠

𝑠
−
𝑒−20𝑠

𝑠
 

 

𝑌(𝑠) =
𝑒−5𝑠

𝑠(2𝑠2 + 𝑠 + 2)
−

𝑒−20𝑠

𝑠(2𝑠2 + 𝑠 + 2)
 

1 

5 20 
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𝑦(𝑡) = ℒ−1 {
𝑒−5𝑠 − 𝑒−20𝑠

𝑠(2𝑠2 + 𝑠 + 2)
} 

 

1

𝑠(2𝑠2 + 𝑠 + 2)
=
𝐴

𝑠
+

𝐵𝑠 + 𝐶

2𝑠2 + 𝑠 + 2
 

 

1 = 𝐴(2𝑠2 + 𝑠 + 2) + (𝐵𝑠 + 𝐶)𝑠 

1 = 2𝐴𝑠2 + 𝐴𝑠 + 2𝐴 + 𝐵𝑠2 + 𝐶𝑠 

1 = (2𝐴 + 𝐵)𝑠2 + (𝐴 + 𝐶)𝑠 + 2𝐴 

 

𝐴 =
1

2
    ,    𝐴 + 𝐶 = 0 → 𝐶 = −

1

2
      ,    2𝐴 + 𝐵 = 0 → 𝐵 = −2𝐴 = −1 

 

 

1

𝑠(2𝑠2 + 𝑠 + 2)
=

1
2
𝑠
+
(−𝑠 −

1
2)

2𝑠2 + 𝑠 + 2
 

 

1
2
𝑠
+
(−𝑠 −

1
2)

2𝑠2 + 𝑠 + 2
=

1
2
𝑠
−

(𝑠 +
1
2)

2 (𝑠2 +
𝑠
2 + 1)

 

 

(𝑠 +
1

2
) = (𝑠 +

1

4
) +

1

4
 

 

𝑠2 +
𝑠

2
+ 1 = 𝑠2 +

𝑠

2
+
1

16
−
1

16
+ 1 

= (𝑠 +
1

4
)
2

+
15

16
 

 

=

1
2
𝑠
−
1

2

(𝑠 +
1
4) +

1
4

(𝑠 +
1
4)

2

+
15
16

 

 

=

1
2
𝑠
−
1

2

[
 
 
 (𝑠 +

1
4)

(𝑠 +
1
4)

2

+
15
16

+
√15

1
4

1

√15
(𝑠 +

1
4)

2

+
15
16]
 
 
 

= 𝐹(𝑠) 
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𝑦(𝑡) = [𝑒−5𝑠 − 𝑒−20𝑠]𝐹(𝑠)             ,        𝐹(𝑠) =
1

𝑠(2𝑠2 + 𝑠 + 2)
 

 

= 𝑒−5𝑠𝐹(𝑠) − 𝑒−20𝑠𝐹(𝑠) 

 

Aplicando transformada inversa: 

 

= ℒ−1{𝑒−5𝑠𝐹(𝑠)} − ℒ−1{𝑒−20𝑠𝐹(𝑠)} 

 

ℒ{𝑢𝑐(𝑡)𝑓(𝑡 − 𝑐)} = 𝑒
−𝑐𝑠𝐹(𝑠) 

 

Por lo tanto, la solución general de la ED es la expresión: 

 

= 𝑢(𝑡 − 5)𝑓(𝑡 − 5) − 𝑢(𝑡 − 20)𝑓(𝑡 − 20) 

 

Donde 𝑓(𝑡) = ℒ−1{𝐹(𝑠)} 

 

𝑓(𝑡) = ℒ−1{𝐹(𝑠)} =
1

2
−
1

2

[
 
 
 
 

cos(
√15

4
𝑡) 𝑒−

𝑡
4 +

sin (
√15
4 𝑡) 𝑒−

𝑡
4

√15

]
 
 
 
 

 

 

Evaluando a 𝑓(𝑡) para (𝑡 − 5): 

 

= 𝑢(𝑡 − 5)

(

 
 1

2
−
1

2
𝑒−

𝑡−5
4 cos(

√15(𝑡 − 5)

4
) −

𝑒−
𝑡−5
4 sin (

√15(𝑡 − 5)
4 )

2√15

)

 
 

 

 

Evaluando 𝑓(𝑡) para (𝑡 − 20): 

 

= 𝑢(𝑡 − 20)

(

 
 1

2
−
1

2
𝑒−

𝑡−20
4 cos(

√15(𝑡 − 20)

4
) −

𝑒−
𝑡−20
4 sin (

√15(𝑡 − 20)
4 )

2√15

)

 
 

 

 

 

 

 


