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Apunte 39 

 

Transformada de Laplace 

 

Teorema: Si 𝑓, 𝑓′ , … , 𝑓(𝑛−1) son continuas en [0, +∞) y son de orden exponencial y si 𝑓(𝑛)(𝑡) es 

continua por tramos en [0, +∞), entonces: 

 

ℒ{𝑓(𝑛)(𝑡)} = 𝑠𝑛𝐹(𝑠) − 𝑠𝑛−1𝑓(0) − 𝑠𝑛−2𝑓′(0) − ⋯ − 𝑠0𝑓𝑛−1(0) 

 

Donde 𝐹(𝑠) = ℒ{𝑓(𝑡)} 

 

Si: 

 

𝑛 = 1 

ℒ{𝑓′(𝑡)} = 𝑠𝐹(𝑠) − 𝑓(0) 

𝑛 = 2 

ℒ{𝑓′′(𝑡)} = 𝑠2𝐹(𝑠) − 𝑠𝑓(0) − 𝑓′(0) 

𝑛 = 3 

ℒ{𝑓′′′(𝑡)} = 𝑠3𝐹(𝑠) − 𝑠2𝑓(0) − 𝑠𝑓′(0) − 𝑓′′(0) 

 

 

Resolver: 

𝑦′ + 3𝑦 = 13 sin(2𝑡)        ,         𝑦(0) = 6 

 

i. Aplicar ℒ 

ℒ{𝑦′} + 3ℒ{𝑦} = 13ℒ{sin(2𝑡)} 

 

𝑠𝑌(𝑠) − 𝑦(0) + 3𝑌(𝑠) = 13 ∗
2

𝑠2 + 22
 

 

 Donde 𝑌(𝑠) = ℒ{𝑦} 

𝑌(𝑠)(𝑠 + 3) − 6 =
26

𝑠2 + 4
 

 

𝑌(𝑠) =
(

26
𝑠2 + 4

+ 6)

𝑠 + 3
=

26
𝑠2 + 4
𝑠 + 3

1

+
6

𝑠 + 3
 

 

𝑌(𝑠) =
26

(𝑠2 + 4)(𝑠 + 3)
+

6

𝑠 + 3
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ii. Aplicar 𝑦−1    𝑌(𝑠) = ℒ{𝑦} entonces 𝑦 = ℒ−1{𝑌(𝑠)} 

 

 

𝑦 = ℒ−1 {
26

(𝑠2 + 4)(𝑠 + 3)
} + 6ℒ−1 {

1

𝑠 + 3
} 

 

𝑦 = ℒ−1 {
26

(𝑠2 + 4)(𝑠 + 3)
} + 6𝑒−3𝑡 

 

Obteniendo a: 

 

ℒ−1 {
26

(𝑠2 + 4)(𝑠 + 3)
} 

 

 

26

(𝑠2 + 4)(𝑠 + 3)
=

𝐴𝑠 + 𝐵

𝑠2 + 4
+

𝐶

𝑠 + 3
 

 

26 = (𝐴𝑠 + 𝐵)(𝑠 + 3) + 𝐶(𝑠2 + 4) 

 

      = 𝐴𝑠2 + 3𝐴𝑠 + 𝐵𝑠 + 3𝐵 + 𝐶𝑠2 + 4𝐶 

      = (𝐴 + 𝐶)𝑠2 + (3𝐴 + 𝐵)𝑠 + (3𝐵 + 4𝐶) 

 

Sistema: 

𝐴 + 𝐶 = 0 → 𝐴 = −𝐶 

3𝐴 + 𝐵 = 0     
3𝐵 + 4𝐶 = 26

 } →
−3𝐶 + 𝐵 = 0   
4𝐶 + 3𝐵 = 26

(4)
(3)

    |
−12𝐶 + 4𝐵 = 0
12𝐶 + 9𝐵 = 78

               13𝐵   = 78

 

 

→ 𝐵 =
78

13
= 6                     3𝐴 = −𝐵 

𝐴 =
−𝐵

3
=

−6

3
= −2             ,            𝐶 = 2 

 

Por lo tanto: 

 

ℒ−1 {
26

(𝑠2 + 4)(𝑠 + 3)
} =

𝐴𝑠 + 𝐵

𝑠2 + 4
+

𝐶

𝑠 + 3
+ 6𝑒−3𝑡 

 

→  = ℒ−1 {
−2𝑠 + 6

𝑠2 + 4
} + ℒ−1 {

2

𝑠 + 3
} + 6𝑒−3𝑡 
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= −2ℒ−1 {
𝑠

𝑠2 + 4
} + 6ℒ−1 {

1

𝑠2 + 4
} + 2ℒ−1 {

1

𝑠 + 3
} + 6𝑒−3𝑡 

 

Obteniendo transformadas inversas: 

 

= −2(cos 2𝑡) + 6 (
1

2
sin 2𝑡) + 2(𝑒−3𝑡) + 6𝑒−3𝑡 

 

= −2 cos(2𝑡) + 3 sin(2𝑡) + 8𝑒−3𝑡 

 

Por lo que la solución general es: 

 

𝑦(𝑡) = −2 cos(2𝑡) + 3 sin(2𝑡) + 8𝑒−3𝑡 

 

Aplicando las condiciones iniciales: 

 

𝑦(0) = 6 

 

6 = 𝑦(𝑡) = −2 cos(0) + 3 sin(0) + 8𝑒0 

 

6 = −2 + 0 + 8 

 

6 = 6 

Por lo tanto, se cumple el PVI. 
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Resolver: 

𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 𝑒−4𝑡          𝑦(0) = 1  , 𝑦′(0) = 5 

 

i. Aplicar ℒ 

 

ℒ−1{𝑦′′} − 3ℒ−1{𝑦′} + 2ℒ−1{𝑦} = ℒ−1{𝑒−4𝑡} 

 

𝑠2𝑌(𝑠) − 𝑠𝑦(0) − 𝑦′(0) − 3[𝑠𝑌(𝑠) − 𝑦(0)] + 2𝑌(𝑠) =
1

𝑠 + 4
 

 

 Donde 𝑌(𝑠) = ℒ{𝑦} 

 

Sustituyendo: 

 

𝑠2𝑌(𝑠) − 𝑠𝑦(0) − 𝑦′(0) − 3𝑠𝑌(𝑠) + 3𝑦(0) + 2𝑌(𝑠) =
1

𝑠 + 4
 

 

𝑠2𝑌(𝑠) − 𝑠 − 5 − 3𝑠𝑌(𝑠) + 3 + 2𝑌(𝑠) =
1

𝑠 + 4
 

 

Factorizando: 

𝑌(𝑠)(𝑠2 − 3𝑠 + 2) − 𝑠 − 2 =
1

𝑠 + 4
 

 

 Despejando: 

 

𝑌(𝑠) =
(

1
𝑠 + 4 + 𝑠 + 2)

(𝑠2 − 3𝑠 + 2)
 

 

𝑌(𝑠) =

1
𝑠 + 4

𝑠2 − 3𝑠 + 2
1

+
𝑠 + 2

𝑠2 − 3𝑠 + 2
 

 

𝑌(𝑠) =
1

(𝑠 + 4)(𝑠2 − 3𝑠 + 2)
+

𝑠 + 2

𝑠2 − 3𝑠 + 2
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ii. Aplicar 𝑦−1    𝑌(𝑠) = ℒ{𝑦} entonces 𝑦 = ℒ−1{𝑌(𝑠)} 

 

 

𝑦(𝑡) = ℒ−1 {
(𝑠 + 3)2

(𝑠 + 4)(𝑠 − 1)(𝑠 − 2)
} 

Obteniendo a: 

 

ℒ−1 {
(𝑠 + 3)2

(𝑠 + 4)(𝑠 − 1)(𝑠 − 2)
} 

 

(𝑠 + 3)3

(𝑠 − 2)(𝑠 + 4)(𝑠 − 1)
=

𝐴

𝑠 − 2
+

𝐵

𝑠 + 4
+

𝐶

𝑠 − 1
 

 

(𝑠 + 3)2 = 𝐴(𝑠 + 4)(𝑠 − 1) + 𝐵(𝑠 − 2)(𝑠 − 1) + 𝐶(𝑠 − 2)(𝑠 + 4) 

 

𝑠 = 1
𝑠 = 2

   𝑠 = −4
  

16 = 𝐶(−1)(5)

25 = 𝐴(6)(1)

          1 = 𝐵(−6)(−5)
  

            𝐶 = −
16

5

 𝐴 =
25

6

𝐵 =
1

30

 

 

Por lo tanto: 

 

 

𝑦(𝑡) =
𝐴

𝑠 − 2
+

𝐵

𝑠 + 4
+

𝐶

𝑠 − 1
=

25

6
ℒ−1 {

1

𝑠 − 2
} +

1

30
ℒ−1 {

1

𝑠 + 4
} −

16

5
ℒ−1 {

1

𝑠 − 1
} 

 

=
25

6
𝑒2𝑡 +

1

30
𝑒−4𝑡 −

16

5
𝑒𝑡 

 

Por lo tanto, la solución general es: 

 

𝑦(𝑡) =
25

6
𝑒2𝑡 −

16

5
𝑒𝑡 +

1

30
𝑒−4𝑡  
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Aplicando las condiciones iniciales: 

 

𝑦(0) = 1        , 𝑦′(0) = 5 

 

1 = 𝑦(0) =
25

6
𝑒0 −

16

5
𝑒0 +

1

30
𝑒0 

 

1 = 𝑦(0) = 1 

 

 

5 = 𝑦′(0) =
25

6
(2)𝑒0 −

16

5
𝑒0 +

1

30
(−4)𝑒0 

 

=
25

3
−

16

5
−

2

15
= 5 

 

5 = 𝑦′(0) = 5 

 

Por lo tanto, se cumple el PVI. 
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Teorema: Si ℒ(𝑓(𝑡)) = 𝐹(𝑠) y 𝑎 ∈ ℝ, entonces: 

 

→ ℒ{𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑠 − 𝑎) 

 

ℒ{𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)} = ℒ{𝑓(𝑡)}         

                                                  𝑠 → 𝑠 − 𝑎 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Transformada de: 

 

(1)  

ℒ{𝑒4𝑡𝑡3} = {
3!

𝑠4
} |𝑠→𝑠−4 =

3!

(𝑠 − 4)4
 

 

𝑎 = 4  , 𝑓(𝑡) = 𝑡3        ℒ{𝑡3} =
3!

𝑠4
 

 

 

(2)   

 

ℒ{𝑒3𝑡 sin(6𝑡)} = ℒ{sin(6𝑡)}𝑠→𝑠−3 = 

 

𝑎 = 3         𝑓(𝑡) = sin(6𝑡) 

 

=
6

𝑠2 + 36
|𝑠→𝑠−3 

 

0 

•  

𝐹(𝑠) 

𝐹(0) 

𝑠 

𝑎 > 0 
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=
6

(𝑠 − 3)2 + 36
 

 

(3)   

 

ℒ{𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)} = ℒ{𝑓(𝑡)}𝑠→𝑠−𝑎 = 𝐹(𝑠 − 𝑎) 

 

Donde 𝐹(𝑠) = ℒ{𝑓(𝑡)} 

 

Entonces: 

𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡) = ℒ−1{𝐹(𝑠 − 𝑎)} 

 

(4)   

 

ℒ−1 {
2𝑠 + 5

(𝑠 − 3)2
} = 𝑦−1 {

2𝑠

(𝑠 − 3)2
+

5

(𝑠 − 3)2
} 

 

2𝑠 + 5

(𝑠 − 3)2
=

𝐴

𝑠 − 3
+

𝐵

(𝑠 − 3)2
 

 

2𝑠 + 5 = 𝐴(𝑠 − 3) + 𝐵 

              = 𝐴𝑠 + (−3𝐵 + 𝐵)         

 

 

ℒ−1 {
2

𝑠 − 3
} + 11ℒ−1 {

1

(𝑠 − 3)2
} = 2𝑒3𝑡 + 11𝑡𝑒3𝑡 

 

ℒ−1 {
1

(𝑠 − 3)2
}    ,   𝐹(𝑠) =

1

𝑠2
           𝐹(𝑠 − 3) =

1

(𝑠 − 3)2
 

 

ℒ−1{𝐹(𝑠)} = 𝑡                                                                          

 

→ ℒ−1 {
1

(𝑠 − 3)2
} = 𝑒3𝑡𝑡 

 

  

}
𝐴 = 2                                  

−3𝐴 + 𝐵 = 5        , 𝐵 = 11
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Resolver: 

𝑦′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 𝑡2𝑒3𝑡        ,        𝑦(0) = 2    ,    𝑦′(0) = 17 

 

i. Aplicar ℒ 

 

ℒ−1{𝑦′′} − 6ℒ−1{𝑦′} + 9ℒ−1{𝑦} = ℒ−1{𝑡2𝑒3𝑡} 

 

𝑠2𝑌(𝑠) − 𝑠𝑦(0) − 𝑦′(0) − 6[𝑠𝑌(𝑠) − 𝑦(0)] + 9𝑌(𝑠) =
2!

𝑠3
|𝑠−3 =

2!

(𝑠 − 3)2
 

𝑓(𝑡) = 𝑡2    𝑎 = 3                        

 

 Donde 𝑌(𝑠) = ℒ{𝑦} 

 

Sustituyendo: 

 

𝑠2𝑌(𝑠) − 𝑠𝑦(0) − 𝑦′(0) − 6𝑠𝑌(𝑠) + 6𝑦(0) + 9𝑌(𝑠) =
2!

(𝑠 − 3)3
 

 

𝑠2𝑌(𝑠) − 2𝑠 − 17 − 6𝑠𝑌(𝑠) + 12 + 9𝑌(𝑠) =
2!

(𝑠 − 3)3
 

 

Factorizando: 

 

𝑌(𝑠)(𝑠2 − 6𝑠 + 9) − 2𝑠 − 5 =
2!

(𝑠 − 3)3
 

  

Despejando: 

 

𝑌(𝑠) =
2!

(𝑠 − 3)3(𝑠2 − 6𝑠 + 9)
+

2𝑠 + 5

(𝑠2 − 6𝑠 + 9)
 

 

𝑌(𝑠) =
2

(𝑠 − 3)5
+

2𝑠 + 5

(𝑠 − 3)2
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ii. Aplicar 𝑦−1    𝑌(𝑠) = ℒ{𝑦} entonces 𝑦 = ℒ−1{𝑌(𝑠)} 

 

𝑦(𝑡) = ℒ−1 {
2

(𝑠 − 3)5
} + ℒ {

2𝑠 + 5

(𝑠 − 3)2
} 

 

= ℒ−1 {
2

(𝑠 − 3)5
} + 2𝑒3𝑡 + 11𝑡𝑒3𝑡 

ℒ−1 {
2

(𝑠 − 3)5
} 

2ℒ−1 {
1

(𝑠 − 3)5
}       𝐹(𝑠) =

1

𝑠5
     𝐹(𝑠 − 3) =

1

(𝑠 − 3)5
 

 

ℒ−1 {
1

𝑠5
} =

1

4!
𝑡4 =

𝑡4

4!
=

1

12
𝑡4      ,      ℒ−1 {

1

(𝑠 − 3)5
} =

𝑒3𝑡𝑡4

4!
=

1

12
𝑒3𝑡𝑡4 

 

 

Por lo tanto, la solución general es: 

 

𝑦(𝑡) =
1

12
𝑒3𝑡𝑡4 + 2𝑒3𝑡 + 11𝑡𝑒3𝑡 

 

Aplicando las condiciones iniciales: 

 

 𝑦(0) = 2    ,    𝑦′(0) = 17 

 

2 = 𝑦(𝑡) =
1

12
𝑒004 + 2𝑒0 + 11(0)𝑒0 

 

2 = 𝑦(𝑡) = 2 

 

17 = 𝑦′(0) =
1

12
(3)𝑒3𝑡𝑡4 +

1

12
(4)𝑒3𝑡𝑡4−1 + 2(3)𝑒3𝑡 + 11(3)𝑡𝑒3𝑡 + 11𝑒3𝑡 

 

=
1

4
𝑒3𝑡𝑡4 +

1

3
𝑒3𝑡𝑡3 + 33𝑡𝑒3𝑡 + 17𝑒3𝑡 

 

=
1

4
𝑒004 +

1

3
𝑒003 + 33(0)𝑒0 + 17𝑒0 

 

17 = 𝑦(𝑡) = 17 
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Definición: Función escalón unitario. 

 

Esta función, 𝑢(𝑡 − 𝑎), se define como: 

 

𝑢(𝑡 − 𝑎) = {
0         0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎
1             𝑡 ≥ 𝑎    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑡) = {
𝑔(𝑡)  0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎

ℎ(𝑡)      𝑡 > 𝑎     
 

 

(Ejercicio) 

0 
𝑎 

1 

+∞ 


