Apunte 39
Transformada de Laplace

Teorema: Si f, ', ..., f™1 son continuas en [0, +o0) y son de orden exponencial y si f™ (t) es
continua por tramos en [0, +o0), entonces:

L{f(”)(t)} =s"F(s) — s™1f(0) — s™2f'(0) — - — sOf™"1(0)

Donde F(s) = L{f(t)}

Si:
n=1
L{f'(t)} = sF(s) — f(0)
n=2
L{f" ()} = s2F(s) — sf(0) — f'(0)
n=3
LI ()} = s3F(s) — s2£(0) — sf'(0) — £ (0)

Resolver:

y'+3y =13sin(2t) y(0) =6

i Aplicar £
L{y'} + 3L{y} = 13L{sin(2¢t)}

2
sY(s) —y(0) +3Y(s) =13« 2122

Donde Y (s) = L{y}

26
Y(s)(s+3)—6=52_|_4
26 26
Y(s)=(52+4+6) 52+4+ 6
s+3 s+3 s+3
1
26 6
Y(s) =




ii. Aplicar y=t Y(s) = L{y} entonces y = L7{Y (s)}

y=L" {(52 + 42)6(5 + 3)} +6L7 {S -|1- 3}

26
(s2+4)(s+3)

y= 13‘1{ }+ e3¢t

Obteniendo a:

£ {(52 + :)6(5 + 3)}

26 _As+B+ C
(s24+4)(s+3) s2+4 s+3

26 =(As+ B)(s+3) + C(s? +4)

= As? + 34s + Bs + 3B + Cs? + 4C
=(A+C)s?+ (BA+B)s+ (3B +40C)

Sistema:
A+ C=0-A4A=-C
3A+B =0 }_)—3C+B=0(4) —12C+4B =0

3B+ 4C = 26 4C + 3B =26(3) 12C + 9B = 78
13B =78
B 78 6 3A B
- = — = = —
13
a=2_"5_, C=2
3 3 ’ B
Por lo tanto:
B 26 As+B C )
1{ }= + + 6e73¢
(s2+4)(s+3) s2+4 s+3

~25+6 2
— r-1 -1 -3t
o=t {sz+4}+L {s+3}+6e



1
} +2L7 {—} +6e3

=_2L_1{ s+3

}+6L—1{

s2+4 s2+4

Obteniendo transformadas inversas:

1
= —2(cos2t) + 6 (Esin Zt) +2(e73) + 63t

= —2cos(2t) + 3sin(2t) + 8e 3¢
Por lo que la solucién general es:
y(t) = —2cos(2t) + 3 sin(2t) + 8e~3¢
Aplicando las condiciones iniciales:
y(0) =6
6 = y(t) = —2 cos(0) + 3 sin(0) + 8e°
6=-2+0+8

6=26
Por lo tanto, se cumple el PVI.



Resolver:
y'=3y'+2y=e y(0)=1, y'(0)=5

I Aplicar £

LYy} = 3Ly} + 2Ly} = £ e )

s2Y(s) — sy(0) — y'(0) — 3[sY(s) — y(0)] + 2¥(s) = ﬁ

Donde Y (s) = L{y}

Sustituyendo:

s?Y(s) —sy(0) —y'(0) = 3sY(s) + 3y(0) + 2Y(s) = S%}

1
s?Y(s) —s—5—3sY(s) + 3 +2Y(s) =——
s+4

Factorizando:

1
Y 2_3542)—s—2=——
(s)(s*=3s+2)—s —
Despejando:
1
Y(S)_(S+4‘+S+2)
(s2—-3s+2)
: + 2
__5+4 s
Y(S)_SZ—35+2 s2—3s+2
1
1 s+2

Y(s) =

(s+4)(52—35+2)+52—35+2



ii. Aplicar y=t Y(s) = L{y} entonces y = L7{Y (s)}

y() =L { (s+3) }

s+4)(s—-1)(s—2)
Obteniendo a:

oo (s + 3)?
{(S +4)(s—1)(s — 2)}

(s +3)3 A B C
G-2DG+HG-1 s—2 stats—1

(5+3)2=4G+4)(s—-1)+B(s—-2)(s—1+C(s—=2)(s+4)

16
C = —?
s=1 16 = C(—1)(5) 25
s=2 25 = A(6)(1) A:z
s=—4 1 =B(-6)(-5) 1
B=—
30
Por lo tanto:
A B C 25 1 1 1 16 1
Sl e b e b
YO =SSt et 6 =2 T30 a5t oa
25 1 16
— __pat 4t _ _— ,t
6 e +30€ 5 e
Por lo tanto, la solucion general es:
25 16 1
y(t)=—e?t ——et + —e™

6 5 30



Aplicando las condiciones iniciales:

y@0=1 , y'(0)=5

25 16 1
1= y(O) =?€0 —?60 +%€0

1=y(0)=1

25 16 1
=/ — 0 0 0
5=y'(0) = 6(2)e z e +30( 4)e

Por lo tanto, se cumple el PVI.



Teorema: Si L(f(t)) = F(s) y a € R, entonces:
- L{e*f()}=F(s—a)

L{e®f ()} = LIF ()}

S—>S5S—a
S /\/
vs)

»
»

0 ' S

A

a>0

Transformada de:

(1)
3! 3!
L{e*t3} = {5—4} lsos—a = G=a)7
3!
a=4, f@)=t3 L{t3}=s—4
2

L{e3tsin(6t)} = L{sin(6t)};s_3 =
a=3 f(t) = sin(6t)

6
B



B 6
T (s—3)2+36

3)
L{eatf(t)} = L{f (t)}so5-a = F(s —a)
Donde F(s) = L{f(t)}

Entonces:

ef(t) =LHF(s —a)}
(4)

L {(is——z;} =y~ {(s E53)2 G = 3)2}

2545 _ A B
(s—3)2 s—3 (s—23)?

2s+5=A(s—3)+B A=2
=AS+(—3B+B) —34A+4+B=5 , B=11

2 1
L1 {—S — 3} +11L71 {(s — 3)2} = 2e3" + 11te™

1 1 _l B _ 1
£ {(5—3)2} P =7 F6-3)=F3:

LTYF(s)} =t

—>L‘1{ ! }=e3tt




Resolver:
y"'—6y +9y=t%e3 , y0)=2 , y'(0)=17

I Aplicar £

L7Yy"}—6L Yy} + 9Ly} = L71{t%e3]

s?Y(s) — sy(0) — y'(0) — 6[sY(s) — y(0)] + 9Y(s) = gls-a = ﬁ
f®)=t* a=3
Donde Y (s) = L{y}
Sustituyendo:
s2Y(s) — sy(0) — y'(0) — 6sY(s) + 6y(0) + 9Y(s) = ﬁ
s?Y(s) = 25 =17 ~ 6sY(s) + 12+ 9Y(s) = (5 E-!B)s_

Factorizando:

2!

2 _ _ _ __

Y(s)(s?—65s+9)—2s—5 G —3)3
Despejando:

2! 4 2s+5
(s—=3)3(s2—654+9) (s2—654+9)

Y(s) =

2 2s+5

V) =G "o




ii. Aplicar y=t Y(s) = L{y} entonces y = L7{Y (s)}

y(©) = L7 {(5_2—3)5} tr {%}

2
= L1 {m} + 2e3t + 11te3t

1 1
2L71 {—} F(s)=— F(s—3)=———=
(s —3)5 ()=7 Fls=3) (s — 3)5
4 3t+4
s> 41 4! 12 ’ (s — 3)5 41 12

Por lo tanto, la solucion general es:

1
y(t) = Ee?"ft4 + 2e3t + 11te3t

Aplicando las condiciones iniciales:

y©) =2, y'(0)=17

1
2=y(t) = Eeoo‘l +2e°% +11(0)e®

2=y(t) =2

1 1
17 =y'(0) = P (3)e3tt* + E(4)e3tt4‘1 +2(3)e3t + 11(3)te3t + 11e3t

1 1
= Ze3tt4 + §e3tt3 +33te® + 17e3"

1 1
= Ze‘)O4 + §e°03 +33(0)e® + 17e°

17 = y(t) = 17

10



Definicion: Funcion escaldn unitario.

Esta funcién, u(t — a), se define como:

0 0<t<a
u(t—a)={1 r>
t
1_‘
< | >
v

(Ejercicio)

11



