
1 
 

Apunte 38 

 

Transformada de Laplace. 

 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)
+∞

0

𝑑𝑡 

 

Condiciones suficientes que garantizan la existencia de ℒ{𝑓(𝑡)} 

 

i) Sea 𝑓 continua por tramos [0,+∞) 

 

Si existe un número finito de puntos 𝑡𝑘    𝑘 = 1,… , 𝑛      (𝑡𝑘−1 < 𝑡𝑘) en los que 𝑓 es discontinua 

y además el lim
𝑡→𝑡𝑘

+
𝑓(𝑡)       𝑦      lim

𝑡→𝑡𝑘
−
𝑓(𝑡)       𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ii) 𝑓 es de orden exponencial 𝑐 si existen 𝑐,𝑀 > 0 y 𝑇 > 0   ∋    |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑒𝑐𝑡   ∀𝑡 > 𝑇. 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓1(𝑡) = 𝑡 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡𝑛  … 

𝑇 +∞ 0 

𝑓(𝑡) 𝑀𝑒𝑐𝑡  

|𝑡| ≤ 𝑀𝑒𝑐𝑡 = 𝑒𝑡  𝑀 = 1   𝑐 = 1 

 

𝑓1 es de orden exponencial 𝑐 = 1 

𝑒𝑡  
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𝑓2(𝑡) = 𝑒
−𝑡 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓3(𝑡) = 2 cos 𝑡 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓4(𝑡) = 𝑒
𝑡2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

|𝑓2(𝑡)| ≤ 𝑀𝑒
𝑐𝑡 = 𝑒𝑡 

𝑀 = 1   𝑐 = 1 

 

𝑓2 es de orden exponencial 𝑐 = 1 

𝑒𝑡  

𝑒−𝑡 

−2 

2 

2𝑒𝑡  |2 cos 𝑡| ≤ 𝑀𝑒𝑐𝑡  

𝑀 = 2   𝑐 = 1 

 

𝑀 = 1 = 𝑐 

𝑀 = 2   𝑐 = 1 

𝑓3 es de orden exponencial 𝑐 = 1 

𝑓2 𝑒𝑐𝑡  𝑓4 no es de orden exponencial dado que 𝑒𝑡
2
, 

su gráfica crece más rápido que cualquier 

potencia lineal positiva de 𝑒. 
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Teorema: Si 𝑓 es una continua por tramos en [0,+∞) y de orden exponencial 𝑐, entonces: 

 ℒ{𝑓(𝑡)} existe para 𝑠 > 𝑐 

 

𝑓(𝑡) = {
0        0 ≤ 𝑡 ≤ 3
2             𝑡 ≥ 3   

 

 

¿ Existe ℒ{𝑓(𝑡)} ? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Existe ℒ{𝑓(𝑡)} 

 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)
+∞

0

𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝑠𝑡 ∗ 0
3

0

𝑑𝑡 + ∫ 𝑒−𝑠𝑡 ∗ 2
∞

3

 

 

= lim
𝐴→∞

∫ 𝑒−𝑠𝑡 ∗ 2
𝐴

3

𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

2 [
−𝑒−𝑠𝐴

𝑠
+
𝑒−3𝑠

𝑠
] =

2𝑒−3𝑠

𝑠⏟  
𝐹(𝑠)

    𝑠𝑖   𝑠 > 0 = 𝑐 

 

𝑠 > 0 

𝐴 > 0 

 

 

𝑠 < 0 

𝐴 > 0 

 

lim
𝐴→∞

−𝑒−𝑠𝐴

𝑠
= −∞ 

 

 

 

 

 

0 
3 

i) 𝑓 si es continua por tramos. 

ii)            𝑀 = 1   𝑐 = 1 

      𝑀 = 2   𝑐 = 1 

→  𝑀 = 2   𝑐 = 0 

 

|𝑓(𝑡)| ≤ 2𝑒0𝑡 = 2 

 

2 
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Teorema: Si 𝑓 es continua por partes en (0,+∞) y de orden exponencial y 𝐹(𝑠) = ℒ{𝑓(𝑡)} 

entonces: 

 

lim
𝑠→∞

𝐹(𝑠) = 0 

 

ℒ{𝑡2} =
2!

𝑠3
 
𝑠→∞
→  0 

 

ℒ{𝑡2} =
𝑠

𝑠2 + 42
 
𝑠→∞
→  0 

 

 

 

𝑓(𝑡)
ℒ
→ 𝐹(𝑠) 

 

𝑓(𝑡)
ℒ−1
→ 𝐹(𝑠) 

 

Si 𝐹(𝑠) = ℒ{𝑓(𝑡)} entonces 𝑓(𝑡) = ℒ−1{𝐹(𝑠)} 

 

Por ejemplo: 

 

Transformadas Transformadas inversas 

ℒ{1} =
1

𝑠
 

 

ℒ{𝑡} =
1

𝑠2
 

 

ℒ{𝑒−4𝑡} =
1

𝑠 + 4
 

 

1 = ℒ−1 {
1

𝑠
} 

 

𝑡 = ℒ−1 {
1

𝑠2
} 

 

𝑒−4𝑡 = ℒ−1 {
1

𝑠 + 4
} 
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Ejemplo 1: Encontrar transformada inversa 

 

𝐹(𝑠) =
1

𝑠5
               ℒ−1{𝐹(𝑠)} = 𝑓(𝑡) 

 

ℒ{𝑡𝑛} =
𝑛!

𝑠𝑛+1
        𝑛 + 1 = 5 → 𝑛 = 4 

 

ℒ−1 {
1

𝑠5
} =

1

4!
ℒ−1 {

4!

𝑠5
} =

1

4!
𝑡4 = 𝑓(𝑡) 

 

Ejemplo 2: Encontrar transformada inversa 

 

𝐹(𝑠) =
1

𝑠2 + 11
               ℒ−1{𝐹(𝑠)} = 𝑓(𝑡) 

 

ℒ{𝑒−𝑎𝑡} =
1

𝑠 + 𝑎
      ℒ{sin 𝑏𝑡} =

𝑏

𝑠2 + 𝑏2
 

 

𝑏2 = 11 → 𝑏 = √11 

 

ℒ−1 {
1

𝑠2 + 11
} =

1

√11
ℒ−1 {

√11

𝑠2 + 11
} =

1

√11
sin√11 𝑡 

 

 

ℒ−1 es una transformada lineal. 

 

ℒ−1{𝛼𝐹(𝑠) + 𝛽𝐺(𝑠)} = 𝛼ℒ−1{𝐹(𝑠)} + 𝛽ℒ−1{𝐺(𝑠)} 

 

Ejemplo 3: Encontrar transformada inversa 

 

𝐹(𝑠) =
−2𝑠 + 6

𝑠2 + 4
            ,            ℒ−1{𝐹(𝑠)} = 𝑓(𝑡) 

 

 

ℒ−1 {
−2𝑠 + 6

𝑠2 + 4
} = −2ℒ−1 {

5

𝑠2 + 4
} +
6

2
ℒ−1 {

2

𝑠2 + 4
} 

 

= −2 cos(2𝑡) + 3 cos(2𝑡) 
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Ejemplo 4: Encontrar transformada inversa 

 

ℒ−1 {
𝑠2 + 6𝑠 + 9

(𝑠 − 1)(𝑠 − 2)(𝑠 + 4)
} 

 

𝑠2 + 6𝑠 + 9

(𝑠 − 1)(𝑠 − 2)(𝑠 + 4)
=

𝐴

𝑠 − 1
+

𝐵

𝑠 − 2
+

𝐶

𝑠 + 4
 

 

𝑠2 + 6𝑠 + 9 = 𝐴(𝑠 − 2)(𝑠 + 4) + 𝐵(𝑠 − 1)(𝑠 + 4) + 𝐶(𝑠 − 1)(𝑠 − 2) 

 

𝑠 = 1            16 = 𝐴(−1)(5) → 𝐴 = −
16

5

𝑠 = 2         25 = 𝐵(−1)(6) → 𝐵 = −
25

6

𝑠 = −4         1 = 𝐶(−5)(−6) → 𝐶 =
1

30

 

 

=
−
16
5

𝑠 − 1
−

25
6

𝑠 − 2
+

1
30
𝑠 + 4

 

 

= −
16

5
ℒ−1 {

1

𝑠 − 1
} −

25

6
ℒ−1 {

1

𝑠 − 2
} +

1

30
ℒ−1 {

1

𝑠 + 4
} 

 

= −
16

5
𝑒𝑡 −

25

6
𝑒2𝑡 +

1

30
𝑒−4𝑡 
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Teorema: Si 𝑓, 𝑓′ , … , 𝑓(𝑛−1) son continuas en [0,+∞) y son de orden exponencial y si 𝑓(𝑛)(𝑡) es 

continua por tramos en [0,+∞), entonces: 

 

ℒ{𝑓(𝑛)(𝑡)} = 𝑠𝑛𝐹(𝑠) − 𝑠𝑛−1𝑓(0) − 𝑠𝑛−2𝑓′(0) −⋯− 𝑠0𝑓𝑛−1(0) 

 

Donde 𝐹(𝑠) = ℒ{𝑓(𝑡)} 

 

Si: 

 

𝑛 = 1 

ℒ{𝑓′(𝑡)} = 𝑠𝐹(𝑠) − 𝑓(0) 

𝑛 = 2 

ℒ{𝑓′′(𝑡)} = 𝑠2𝐹(𝑠) − 𝑠𝑓(0) − 𝑓′(0) 

𝑛 = 3 

ℒ{𝑓′′′(𝑡)} = 𝑠3𝐹(𝑠) − 𝑠2𝑓(0) − 𝑠𝑓′(0) − 𝑓′′(0) 

 

 

 

 

 


