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Apunte 37 

 

Tercer Parcial 15 de junio. (miércoles) – 16-20 hrs. 

Extraordinario 20 de junio (lunes). 

 

Transformada de Laplace. 

 

𝑎2(𝑡)𝑦
′′ + 𝑎1(𝑡)𝑦

′ + 𝑎0(𝑡)𝑦 = 𝑔(𝑡) 

Son continuas. 

 

Algunas ocasiones 𝑔(𝑡) (por ejemplo), podría ser una función continua en partes y periódica. 

 

Sea 𝑓(𝑡) una función, una integral impropia sobre un intervalo no acotado se define como: 

 

∫ 𝑓(𝑡)
+∞

0

𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

∫ 𝑓(𝑡)
𝐴

𝑎

𝑑𝑡        𝐴 > 0 

 

Si la integral de 𝑎 a 𝐴 existe ∀𝐴 > 𝑎 y el limite cuando 𝐴 → ∞ existe, entonces la integral impropia 

converge. 

 

 

𝑓(𝑡) = 𝑒𝑐𝑡    𝑡 ≥ 0    𝑦    𝑐 ≠ 0 

 

∫ 𝑓(𝑡)
+∞

0

𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

∫ 𝑒𝑐𝑡
𝐴

0

𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

𝑒𝑐𝐴 − 1

𝑐
 

 

lim
𝐴→∞

𝑒𝑐𝐴 − 1

𝑐
= {
∞      𝑐 > 0
         𝑐 < 0
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Si 𝑐 = 0       𝑓(𝑡) = 1 

∫ 1
+∞

0

𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

∫ 1
𝐴

0

𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

(𝐴 − 0) = ∞ 

No existe. 

 

𝑔(𝑥) = cos 𝑥               
𝑑

𝑑𝑥
(𝑔(𝑥)) = −sin 𝑥 

 

∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶 

 

La transformada de derivación e integración tienen las propiedades de linealidad: Sean 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ 

 

𝑑

𝑑𝑥
(𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥)) = 𝛼

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝛽

𝑑𝑔(𝑥)

𝑑𝑥
 

 

∫(𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥))𝑑𝑥 = 𝛼∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝛽∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

 

 

 

ℎ(𝑥, 𝑦)     ,      ∫ ℎ(𝑥, 𝑦)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 𝐻(𝑦) 

 

ℎ(𝑥, 𝑦)     ,      ∫ ℎ(𝑥, 𝑦)
𝑏

𝑎

𝑑𝑦 = 𝐻̅(𝑥) 

 

ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦        ∫ 𝑥𝑦
1

0

𝑑𝑥 =
𝑦

2
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∫ 𝑘(𝑠, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 
𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝑢𝑛𝑎 

𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓(𝑡)

→            𝐹(𝑠) 

 

𝑘(𝑠, 𝑡)𝑓(𝑡)

∫ 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

→   𝐹(𝑠) 

Con respecto a 𝑡 

Intervalo es no acotado: 

 

∫ 𝑘(𝑠, 𝑡)
+∞

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

∫ 𝑘(𝑠, 𝑡)
𝐴

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

 

La función 𝑘(𝑠, 𝑡) en la integral anterior se llama Kernel o núcleo de la transformada. 

 

Si 𝑘(𝑠, 𝑡) = 𝑒−𝑠𝑡 tenemos una transformada integral importante: 

 

Definición: Transformada de Laplace: 

 

Sea 𝑓 una función definida para 𝑡 ≥ 0. Entonces decimos que la integral: 

 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)
+∞

0

𝑑𝑡 = 𝐹(𝑠) 

 

Es la transformada de Laplace de 𝑓, siempre que la integral converja.  
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ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑠)     ,      ℒ{𝑔(𝑡)} = 𝐺(𝑠) 

 

ℒ{𝑦(𝑡)} = 𝑌(𝑠) 

 

𝑓(𝑡) = 1 

 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡(1)
+∞

0

𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

∫ 𝑒−𝑠𝑡
𝐴

0

𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

𝑒−𝑠𝐴 − 1

−𝑠
 

 

lim
𝐴→∞

𝑒−𝑠𝐴 − 1

−𝑠
= {

1

𝑠
𝑠 > 0 → −𝑠𝐴 < 0 → 𝑒−𝑠𝐴

𝐴→∞
→   0

𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒
+∞

𝑠 < 0 → −𝑠𝐴 > 0 → 𝑒−𝑠𝐴 → ∞
 

                               𝐴 > 0 

 

ℒ{1} =
1
𝑠

𝐹(𝑠)̈

      𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜      𝑠 > 0 

 

 

𝑔(𝑡) = 𝑡      ,      ℒ{𝑔(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑡
+∞

0

𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

∫ 𝑒−𝑠𝑡
𝐴

0

𝑑𝑡 

 

𝑢 = 𝑡                 𝑑𝑢 = 𝑑𝑡 

𝑑𝑣 = 𝑒−𝑠𝑡          𝑣 =
𝑒−𝑠𝑡

−𝑠
 

 

= lim
𝐴→∞

[
−𝑡𝑒−𝑠𝑡

𝑠
|
0

𝐴

+
1

𝑠
∫ 𝑒−𝑠𝑡
𝐴

0

𝑑𝑡] 

 

= lim
𝐴→∞

[
−𝐴𝑒−𝑠𝐴

𝑠
+
1

𝑠
∫ 𝑒−𝑠𝑡
𝐴

0

𝑑𝑡] 

 

= lim
𝐴→∞

−𝐴𝑒−𝑠𝐴

𝑠
+
1

𝑠
ℒ{1} =

1

𝑠

1

𝑠
=
1

𝑠2
 

 

 

ℒ{𝑡} = 𝐺 (𝑠)⏟
1
𝑠2
̈

                         ℒ{𝑡} =
1

𝑠2
      𝑠 > 0 
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ℎ(𝑡) = 𝑒−3𝑡  

 

ℒ{ℎ(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡 ∗ 𝑒−3𝑡
+∞

0

𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

∫ 𝑒−𝑡(𝑠+3)
𝐴

0

𝑑𝑡 

 

= lim
𝐴→∞

−𝑒−𝑡(𝑠+3)

𝑠 + 3
|
𝑡=0

𝑡=𝐴

 

 

= lim
𝐴→∞

[
−𝑒−𝐴(𝑠+3)

𝑠 + 3
+

1

𝑠 + 3
] =

1

𝑠 + 3
= 𝐻(𝑠) 

 

 

lim
𝐴→∞

𝑒−𝐴(𝑠+3) = 0      𝑠𝑠𝑖   𝑠 + 3 > 0     𝑠𝑠𝑖    𝑠 > −3 

 

𝐴 > 0                                   ∴ ℒ{𝑒−3𝑡} =
1

𝑠 + 3
      𝑠 > −3 

 

 

 

 

𝑙(𝑡) = sin(2𝑡)       ,      ℒ{𝑙(𝑡)} =
2

𝑠2 + 22
       

𝐷𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛
(𝑒𝑗𝑒𝑟𝑐𝑖𝑐í𝑜)

 

 

ℒ{sin(𝑏𝑡)} =
𝑏

𝑠2 + 𝑏2
 

 

ℒ es una transformación lineal, es decir: 

 

ℒ{𝛼𝑓(𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡(𝛼𝑓(𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡))
+∞

0

𝑑𝑡 

 

= 𝛼∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)
+∞

0

𝑑𝑡 + 𝛽∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑔(𝑡)
+∞

0

𝑑𝑡 

 

Siempre que ambas integrales converjan para 𝑠 > 𝑐 

 

= 𝛼ℒ{𝑓(𝑡)} + 𝛽ℒ{𝑔(𝑡)} = 𝛼𝐹(𝑠) + 𝛽𝐺(𝑠) 
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ℒ{1 + 3𝑡} = ℒ{1} + 3ℒ{𝑡} =
1

𝑠
+ 3

1

𝑠2
 

 

ℒ{1 + 3𝑡} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡(1 + 3𝑡)
+∞

0

𝑑𝑡 

 

ℒ{4𝑒−3𝑡 − 10sin(2𝑡)} = 4ℒ{𝑒−3𝑡} − 10ℒ{sin(2𝑡)} 

 

=
4

𝑠 + 3
−
10(2)

𝑠2 + 4
 

 

=
4

𝑠 + 3
−

20

𝑠2 + 4
 

 

 

 

ℒ{𝑡𝑛} =
𝑛!

𝑠𝑛+1
     𝑛 = 1,2,3,… 

 

ℒ{𝑡2} =
2!

𝑠3
 

 

ℒ{𝑒𝑎𝑡} =
1

𝑠 − 𝑎
 

 

ℒ{𝑒2𝑡}
=

𝑎 = 2

1

𝑠 − 2
     ,     ℒ{𝑒−5𝑡}

=
𝑎 = −5

1

𝑠 + 5
 

 

ℒ{cos(𝑏𝑡)} =
𝑠

𝑠2 + 𝑏2
 

 

ℒ {cos (
𝑡

2
)} =

𝑠

𝑠2 +
1
4

=
4𝑠

4𝑠2 + 1
 

 

 

 

¿Existe ℒ {
1

𝑡
} ? 

 

ℒ {
1

𝑡
} = ∫

𝑒−𝑠𝑡

𝑡

+∞

0

𝑑𝑡 

                                                            Tarea 


