Apunte 35
Ecuaciones Diferenciales con solucion en serie de potencia.

Resolver:
2+ 1D)y"+xy'—y=0

e Puntos ordinarios:
a,(x)=x>+1=0

Raices:
x = =i
Vx € R
e Puntos singulares:
x = =i
Tomando al origen:
xO = 0

Dado que x, = 0 es un punto ordinario existe una solucién en serie de potencia dada por:

y = Z Cpx™
n=0

El objetivo es encontrar a los coeficientes, pero primero determinaremos la region de convergencia
de la serie y el radio de convergencia.

Por lo tanto, converge en:

Vx 3 |x|<1=R 0



Encontrando a los coeficientes.

Sustituyendo a la ED con la serie y sus derivadas:

[ee]

(x?2+1) Z nn—1)C,x"2 +x Z nCux™ 1 — z Cox™ =
n=2 n=0

n=1

Dado que el termino esta multiplicando seria igual a:

Z n(n—1)Cx™ + Z nn—1)C,x"% + Z nCpx™ — Z Cpx™ =
n=2 n=2 n=1 n=0

Expresando a toda la suma en serie de potencia como una sola. Por lo que las potencias deberan
contener el mismo exponente, ademas que el indice de n debera ser el mismo para todas.

Realizando para la segunda serie 0 suma el cambio de variable:

m=n-—2
n=m-++2

Para las otras 3 series, el cambio de variable sera:

Por lo que quedara expresada de la forma:

m(m — 1)Cpx™ + (m+2)(m+ 1)Cppppx™ + mCp,x™ — Cpx™ =
| Y J— \ Y J

Dado que el indice més alto es 2, separamos a la serie mas alta de los demas sumando obteniendo
el indice 0y 1y después el 2, asi obtenemos:

2C, +6C3x + Cix — Cy — Cy1x + z m(m — 1)Cpx™ + Z (m+2)(m+ 1)Cpppax™

m
+ z mCpy,x™ — Z Cpx™ =



Ahora reescribiendo a la serie como una sola, tendriamos:

(=Cy + 2C,) + 6C5 + Z [m(m — 1y, + (m + 2)(m + 1)Cpppp + MGy, — CpJa™ = 0

m=2

Como tenemos toda una sola serie evaluada en cero, por el principio de identidad cada uno de los
coeficientes debe ser igual a cero.

Por lo tanto,
Co
—Co+26,=0 - C=—

6C3=0 - C3=0

Asociando a los terminos multiplicados por C,, y C,,+, para obtener la relacion de recurrencia:

m-1)(m+1)Cr+(m+2)(m+1)Cpryr =0 m>=2
Obtenemos que:
Co
CZ = 7 ) C3 =0
1-m
Crnsz = ( n 2) Cn m=273,4,5,

Encontrando los coeficientes:

m=2
e =(He, = L
4 (T)Z_m"
m=3
-2
Co=—C;=0
m =4
c=3c - ¢
6T 6 * T 2x44%6 °
m=25
—4
C7:7C5:0
m==6
C—_SC— —3 %5 c
878 T 2x4x6%8 °



C9=0

-7 3x5x%7

Co =150 = 3 4%6+8+10°

C; es independiente.

La solucion:
y = Z Cox™ = Cy + Cix + Cpx? + -
n=0
Sustituyendo:
Co 1 A 3 . 3x%5 o
—C0+C1x+7x _2*4C0x +2*4*6C0x _2*4*6*8C0x +
Asociando:
=Cx+C 1+1x2— x4
1 0 2 2 x4

La solucion general es:
y =A1y1 + A2y,

Por lo que las funciones son solucion de la ecuacion diferencial.

Yy1=x
X2+ 1)y " +xy'—y=0

x*?+1)*0+xx1—x=0



Teorema: Si x, es un punto ordinario de la EDO:

a,()y" +a;(x)y" +ag(x)y =0

Que sea un punto ordinario, es decir, P(x) = 2 yQ(x) = 2™ ¢4 analiticas.
az(x) az(x)

Entonces existe una solucién general de la ecuacién diferencial de la forma:

y =Yl =) = iy (0 + Cy ()
n=0

Sean las siguientes ED’S:
y'+xy=20 xy"+y=0

Tienen en comun en que no existe la derivada de ler orden, son lineales de segundo orden y tienen
coeficientes variables.

Para la lera ecuacion el punto x, = 0 es un punto de tipo ordinario, entonces existe una solucion
de la forma:

y = Z Cpx™
n=0

La cual converge para |x| < R

Para la 2da ecuacion el punto x, = 0 es un punto de tipo singular. Dado que x, = 0 no es un punto
ordinario encontrar una solucién en serie de potencia también es posible, pero antes hay que
verificar que el punto singular sea un punto regular.

Solucién de la forma:

y = Zanx"

n=0



Soluciones en series de potencias centradas en punto singulares.

X, punto singular de la ED:
a,(x)y" +a,(x)y’ +ay(x)y=0.... (%)

El cual se clasifica como:

a) Punto regular.
b) Punto irregular.

Su clasificacion depende de considerar la ED en forma estandar:

" a, (x) , ao(x) _
Tow? Tam? T

P(x) Q)

Definicion: Un punto singular x, es regular de la ED (*), si las funciones:

f() = (= x0)P(x) } son analiticas en x

g(x) = (x —x0)*Q(x) 0

Un punto singular que no es regular se llama punto IRREGULAR. Lo cual significa que para
cualquiera de las dos funciones f y g 0 ambas no pueden ser analiticas en ese punto x,.

Ejemplo: Sea la ED:
(x2—4)2y" +3(x—-2)y"+ 5 y=0

a(x) aq(x) ao(x)

Puntos singulares: Raicesde a,(x) =0 ssi x = +2

Por la definicion anterior, para clasificarlos, en regulares o irregulares, necesitamos escribir a la
ED en forma estandar:

. 3(x—2) , 5 B
+(x2_4)2y +(x2_4)2y_0
3(x—2) 3
PO = e~ =T 202
5 5
Qx) = =

(x2—4)2 (x—2)2(x+2)2



Xo = 2, por lo tanto, la funcién f(x):

flx) =((x—-2)P(x) = G122

g(x) = (x—2)*Qx) = 122

¢Las funciones g(x) y f(x) son analiticas en x, = 2?

R = Si.
() = (x = 2)P(x) = —
J0) = =PI =gy y
son analiticas en x, = 2,
— (v — 9)2 — _
g(x) = (x = 2)?Q(x) G122
~ es un punto singular regular
Xo = —2, por lo tanto, la funcion f(x):
3
fx)=((x+2)P(x) = TEDCTY) — no es analitica en x, = —2
2 5 ;
gx) = (x +2)?Q(x) = G2z lo es.

& Xo = —2 es un punto singular irregular.

Para los puntos singular regular: Se puede dar una representacion en serie de potencias centrada en
ese punto, lo cual este enunciado en el siguiente teorema:

Teorema: Si x = x,, el cual es un punto singular regular de la ED (*), entonces existe al menos
una solucion de la forma:

y=(c=x0) ) Calx=xg)" = ) Culx = x)™"
n=0 n=0

Donde r es una constante por determinar. La cual converge por lo menos en algun intervalo:
0<x—xy<R



Resolver:
3xy"+y' —y=0

Puntos singulares:
X = 0 es un punto singular regular. (Ejercicio).

Por Teorema anterior, entonces existe una solucién de la Forma:

y = Z Cp(x — xp)™"
n=0

Lo cual sus derivadas son:

y — Z Cnxn+r
n=0

[ee)

y'= Z(n +7)Cpx™TL Yy = Z(n +r)(n+r—1)Cx™t72
n=0

n=0
Sustituyendo:
3 Z(n +r)(n+r—1)C,x™" 1 + Z(n +1)Cpx™t 1 — z Cpox™7 =0
n=0 n=0 n=0

Reescribiendo a la serie como una sola:

(ee]

Z[(n +r)Bn+3r—=3)+ (n+7r)]Cx™" 1 — Z Cox™7" =0
n=0 n

=0

Z[(n +1r)(3n+ 3r —2)]C x™"1 — Z C,x™7 =0
n=0 n=0

r(3r —2)Cox" 1 + z[(n +7r)(3n+ 3r — 2)]C,x™"1 — Z C,x™" =0
n=1 n=0



Asociando:

xT'

r(3r—2)x"1 + Z(n +7r)Bn+3r—2)Cpx™ 1 — z Cnx"] =
n=1 n=0

Utilizando el cambio de variable para la primera y segunda serie:
m=n-—1

n=m-+1
m=n

x" [r(3r - 2)x7 1+ Z (m+1+r)@BMm+1)+3r—2)Chppx™— Z mem] =0
— m=0

m=0

x" [r(3r —2)x7 1+ Z [((m+1+7r)(3m+3r+1)Cpy1 — Crl xm] =0

m=0

Obteniendo el primer coeficiente:

r(3r—=2)=0
Y la relacion de recurrencia:

m+1+r)@Bm+3r+1)Cpiy —C,, =0 m=0,1,2,3,45 ...

Los posibles valores para r:

La relacion de recurrencia:

m=20,12,3...

Covv =
™ML m+1+1)(3m+3r + 1)

Dado que hay dos posibles valores para r podemos obtener dos relaciones de recurrencia.



Sir=0

C
Cons1 = = m=0,12,..
(m+1)Bm+1)
Sir=2
3
Cm
Cm+1:=
2
(m+§+1)8m+2+1)
Cm

(m+%)3(m+ 1)

Cn
" GBm+5)m+1)

m=20,1,2,..

Encontrar para cada relacion los coeficientes. (Ejercicio)

r = , r-3
yl — Z Cnxn+r , yz — Z Cnxn+r
n=0 n=0
y = Ay, + By,

De esta forma se podra encontrar las soluciones para Ecuaciones Diferenciales centradas en puntos
singulares regular.

10



Encontrando los coeficientes:

Br-2)=0 Cooy = Cm =0,1,2,3
mer B M T 1+ )@Bm43r+1) e
Sir=0
Cm
Covqi = =0,12,..
m T Oy DGm+ D)
m=20
Co
G 1x1
m=1
C. = G, Co
27244 2%4%1%1
m=2
C. = G _ Co
37 3x%x7 311x4x7
m=3
- C; Co
YT 4510 411%4%7%10
m=4
C. - Co Co
>75%13 5!1%x4x7%10%*13
m=25
. - Cs Co
7 6x16 6!1%x4x7%x10%x1316
m==6

Ce Co

C: =
77 7%19 7T11%4%7%10%13 %16 % 19

Por lo que la relacion seria igual a:

C, = Co
" nll1%x4x7..3n-2)
vn=12,..0
La solucién:
— C.x"7 = z n+0
y Zo n¥ 0n!1*4*7...(3n—2)x
n= n=

11



- 2
Sir==
3

Cm
Cm+1—(3m+5)(m+1) m=0,1,2,..
m=0
Co
61_5*1
m=1
C1 Co
C2 8x2 2%x5x%8
m=2
C; Co
C3_11*3_3!5*8*11
m=3
Cs Co
64_14*4_4!5*8*11*14
m=4

G Co
T 17%5 5!5%x8%x11%x14%17

Cs

Por lo que la relacion seria igual a:

C, = Co
" nl5%8%11...(3n+2)

vn=1,2,..0

., 2
La solucion general con r = 3

s 2
y: Z CO xn+§
0n!5>t<8>|<11...(3n+2)
n=

LS
nlx4.... (3n—2)

n=1

y1=x°

oo

1+ L ~x
n!5*x8x11.... (3n+2)

n=1

2
y2:x3

Son solucién de la ED

12



Ninguna de estas dos funciones es multiplo constante de la otra, por lo tanto, {y;, y,} son L.i.

y=CGy+Gy
“J ()
Co Co
Es una solucién también por L.i.

La region de convergencia de las funciones:

|x| < o0
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