Apunte 33

Serie de potencias

(o) o2]

Y anlr=x)" = Y a(x—xo)"

n=0 m=0
Ejemplo 1:

Teniendo la siguiente serie de potencias, donde el indice es igual a 2:

oo [ee]
Y@= )" > ) - xp)"
n=2 m=0

Escribir la serie en n=2, a partir del indice m=0.

Haciendo un cambio de variable:
m=n—2

n=2--m=90

n—o->m- o

m=n—2 , n=m+2
[ee] o0
z an(x —xg)" > Z A2 (X — xo)m+2
n=2 m=0
m=n

[ee]
= Z Atz (X — xo)n+2
n=0



Ejemplo 2:

Consideramos la siguiente serie:
D (4 2+ Day = x)"?
n=2

Escribir la serie de potencias anterior, donde el valor genérico x — x, tenga exponente n y no el
exponente n — 2.

Haciendo un cambio de variable:
m=n-—2
n=m-+2

_ Z (M + 4) (M + 3)ape, (x — x)™
m=0

Dado que los indices son equivalentes, podemos expresar la serie en terminos de n:

m=n

= Z(n +4)(n + 3)an2(x — x0)"
n=0

Ejemplo 3:

Consideramos la siguiente serie:
oo
x? Z (r +n)a,x"t"1
n=0

Escribir la serie anterior donde el exponente de x"*"~1 sea igual a x"*™. Como cada uno de los
términos de la serie esta afectado por el x?2, la serie es equivalente a:

(o]
— Z(T + n)an xr+n+1
n=0



Haciendo el cambio de variable:

m=n+1
n=m-—-1
xT+TL+1:x‘F+m

= Z(r +n)a, x"t = Z (r+m-—1a,_x"t™
n=0 m=1

Reescribimos a nuestra serie porque queremos resolver ecuaciones diferenciales con coeficientes
no constantes, entonces sus soluciones estaran dadas en términos de funciones expresadas en series
de potencias.

Ejemplo 4:

Suponiendo que tenemos dos series:

Z nn—1)Cx™ 2 + Z Cpx™tl
n=2 n=0

Donde una el exponente de x es x™~2 y la otra su exponente es x™*1. Observando la primera serie
iniciaenn = 2y lasegundaenn = 0, por lo que estas dos series expresadas de esa forma, la suma
de ellas seria:

Aritmeética de serie de potencias: Debe iniciar en el mismo numero natural. El exponente de x
debe ser el mismo, para Gnicamente sumar los coeficientes.

Dado que en ninguna de las dos series se satisface dichos términos, realizaremos un cambio de
variable, para realizar el corrimiento de las series.

Desarrollando las series:

Z nm—1)Cpx™ 2 =2 % 1C,x° + 3 % 2C3x + 4 * 3Cyx?* + -

n=2

Z Cox™1 = Cox + Cyx2 + Cpx3 + -

n=0



©o (0] ©o (00}
Z nn—1)Cpx™ % + Z Cox™1 =20, + Z nn—1)Cx™ % + Z Cpx™t?
n=2 n=0 n=3 n=0
Ahora ambas series el primer sumando es X, y por lo tanto con estas dos sumas realizaremos un

corrimiento de indice, un cambio de variable en cada una de manera que ambos exponentes de X
sean n.

=2C, + Z nn—1)C,x" % + Z Cpx™tl
n=3 n=0

En la primera serie, el cambio de variable seria:

m=n—2 , n=m+2
En la segunda serie, el cambio de variable seria:

m=n+1, n=m-—-1

Por lo que obtendriamos:

=2C, + z m+2(m+ 1)Cppx™ + Z Crp1x™

m=1 m=1

Ahora vemos que ambas series inician ahora como m = 1, y las potencias x™ tiene el mismo
exponente.

Factorizando los coeficientes de la serie:

= 2C, + Z [((m + 2)(m + 1)Cppry + Crpy]x™
m=1



Soluciones en Serie de Potencias.
Suponiendo una ecuacion diferencial de segundo orden.

a;(x)y" +a;(x)y" + ag(x)y =0...(1)
Es lineal pero sus coeficientes no son constantes.

En forma estandar:

a;(x) ,  ap(x) _
ROMEEACOME

y" + 0 a,(x) #0

Reescribiendo de la siguiente forma:

y'+ Py +Q'(x)y=0..(2)

Procederemos a resolver ecuaciones diferenciales en forma estandar, donde los coeficientes ahora
no son puntos singulares.

Definicion: Decimos que un punto x, es un punto ordinario de la ED (1) si las funciones
P(x), Q(x) son analiticas en x,.

o

P(x) = z a,(x —xy)"

n=0

Significa que las funciones P(x) y Q(x), podemos expresarlas como una serie de potencias centrada
en ese punto. Donde x, es un punto ordinario de la ecuacion diferencial (1). Un punto que no es
ordinario es un punto singular de la ecuacion diferencial.

Un punto que no es un punto ordinario es un PUNTO SINGULAR de la ED.

Por ejemplo:
Consideremos la siguiente ecuacion diferencial ED:
y'+e*y' +sinxy =0

P(x) =e* , Q(x) =sinx



¢El punto x, es un punto ordinario?

A la funcion P(x), se puede expresar como una serie de potencias centrada en 0?

[ee]
X
ex - z n!
n!
n=0

A la funcion Q(x), se puede expresar como una serie de potencias centrada en 0?
i (_1)kx2k+1
Smx = Z 2k + 1)!

n=0
Ambas series las puedo expresar en series de potencias, por lo tanto, si.

A partir de la serie de Taylor:

O @)™ xn o ((sin x)("))x=0x”
e¥=) ———— , sinx= o
n=0

n=0
Por lo que si es un punto ordinario.

Ejemplo 2:
y'"+e*y' ' +Inxy=0

¢xo = 0es un punto ordinario?

Xo = 0, es un punto singular, la funcién logaritmo de x no es continua en 0, al no ser continua, no
es derivable en ese punto.

Ejemplo 3:

1
y" +cosxy’ +;y =0
La funcion % no es continua en O.

~ xo = 0 es un punto singular.



az (0)y" + a;(x)y" + ag(x)y = 0
Coeficientes de la ED son polinomios.

P(x) = x% +2x + 1 es analitica Vx.

_ PM(1)
T onl

PO =) G-, G,

P(1) =4=C,
P()=4=C
P'(1)=2=0C,

P™(1)=0 vn=>3
=4(x—-1)°+4(x-D*+2(x - 12 +0+ -
Un polinomio es analitico Vx.

Funcidn racional.

P
fx) = ﬁ p,q = polinomios.

q(x)

f esanaliticavVx 3 q(x)#0

a,(x)y" +a;(x)y" +as(x)y =0..(1)

a, (x) Ao (x)
144 + ! — 0
07 a0’
P(x) Q(x)

P(x), Q(x) son analiticas excepto donde a,(x) = 0

X = X, €s un punto ordinario de (1) si a,(xy) # 0
X = X, €S un punto singular de (1) si a,(x,) =0



Ecuacién de Bessel.

x2y" +xy'+ (x2=v)y=0
v €s una constante

e Puntos ordinarios x # 0
e Puntos singulares x = 0

1—x2)y"—=2xy'+ala+1)y=0

« €S una constante.

Puntos ordinarios x # +1
Puntos singulares x = +1

ax?y" + bxy' +cy =0

e Puntos ordinarios x # 0
e Puntos singulares x = 0

x2+1Dy"+xy'+y=0
e Puntos ordinarios Vx € R
e Puntos singulares x = +i

Teorema: Si x = x, es un punto ordinario de la ED:

a,(x)y" +a;(x)y" +ag(x)y =0

Siempre es posible encontrar dos soluciones linealmente independientes en la forma de una serie
de potencias centrada en x, es decir,

y= ez
n=0

Esta serie converge por lo menos en intervalo definido por |x — x,| < R donde R es la distancia
desde x, al punto singular més cercano.



Ejemplo 1:
x2y" +xy'+ (x> —v)y=0

X, = 1 es un punto ordinario de la ED, entonces por el Teorema anterior existe una solucién de la
forma:

y = Z Cn(x - 1)n
n=0

Punto singular x = 0

Converge por lo menos en un intervalo definido por [x — 1] < 1

A
A

vx € (0,2)
Ejemplo 2:
x2+1Dy"+xy'+y=0

X, = 4, entonces existe una solucion de la forma:

y = z Cn(x - 4)n
n=0

La cual converge Vx |x — 4| < V17

v

A

x = =i son puntos singulares de la ED.

|4 —i] =v17
|4 +i] =v17

14 —i| =16+ (-1)2 =+17

[n(4—10)=—1



Resolver:
y'+y=0

a, =a, =1, a, = 0todo punto es ordinario en particular x, = 0, entonces existe una solucion
de la forma:

y = Z Cpx™
n=0

La cual converge para |x — 0| = |x| < R =0

y" = Z n(n—1)C,x"2
n=2

y'+y= Z nn—1)C,x""? + Z C,x™ =0
n=2 n=0

m=n—2
n=m+2

[ee)

= Z (m+2)(m+1)Cpyx™ + Cpx™ =

m=0 m=0
- Z [(m + 2)(m + 1)Cpppy + CyJx™ = 0
m=0

> (mMm+2)(m+1)Chpyy +Cp=0 Ym=0

Relacion de recurrencia:

_Chl

C = vm =0
m2 S o D m+ 1) T

m=20
_Cb
C, =
27 2x1

10



Deducimos que

Ejercicio: Encontrar una formula para todos los coeficientes pares e impares.

=503
m=2
C4=_sz Co :&
4x3 4x3%x2x1 4!
m=3
—C5 +C;

C: =
T 7x6 T7#x6%3x2

11



