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Apunte 29
Resuelva:

𝑥2𝑦′′ − 3𝑥𝑦′ + 3𝑦 = 2𝑥2𝑒𝑥

𝑦𝑐
𝑥2𝑦′′ − 3𝑥𝑦′ + 3𝑦 = 0

Ecc. Característica:
𝑚 𝑚 − 1 − 3𝑚 + 3 = 0

𝑚2 − 4𝑚 + 3 = 0

𝑚 − 1 𝑚 − 3 = 0

Raíces:
𝑚1 = 1   𝑦   𝑚2 = 3

Se tiene:
𝑦𝑐 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2𝑥3      𝑒𝑛   (0, + ∞)

𝑦1 = 𝑥   ,   𝑦2 = 𝑥3 𝐹𝑜𝑟𝑚𝑎𝑛 𝑢𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑢𝑛𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠.

Calcular una solución particular de la EDD no homogénea.
Utilizando el método de variación de parámetros.

𝑦𝑝 = 𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2

𝑊 𝑦1, 𝑦2 = 𝑥 𝑥3

1 3𝑥2 = 2𝑥3

𝑊1 = 0 𝑥3

2𝑥2𝑒𝑥 3𝑥2 =− 2𝑥5𝑒𝑥

𝑊2 = 𝑥 0
1 2𝑥2𝑒𝑥 = 2𝑥3𝑒𝑥
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𝑢′
1 = 𝑊1

𝑊 = − 2𝑥5𝑒𝑥

2𝑥3 =− 𝑥2𝑒𝑥          𝑢′
2 = 𝑊2

𝑊 = 2𝑥3𝑒𝑥

2𝑥3 = 𝑒𝑥

𝑢1 = − 𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥 =− 𝑥2𝑒𝑥 + 2𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥

𝑢2 = 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥

𝑦𝑝 = 𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2

𝑦𝑝 = − 𝑥2𝑒𝑥 + 2𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 𝑥 + 𝑒𝑥 𝑥3

= 2𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥

Solución general de la ED es:
𝑦 = 𝑦𝑐 + 𝑦𝑝 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2𝑥3 + 2𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥

———————————————————————————————————————Relación existente entre las ecuaciones con coeficientes constantes y lasecuaciones de Cauchy - Euler.
Reducción a Coeficientes constantes.
Suponer que tenemos una Ecc. De Cauchy - Euler homogénea de segundo orden:

𝑎𝑥2𝑦′′ + 𝑏𝑥𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0

Considerar la ED lineal con coeficientes constantes de segundo orden:
𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0

Las respectivas soluciones generales son:
𝑦 = 𝐶1𝑥𝑚1 + 𝐶2𝑥𝑚2   𝑥 > 0

𝑦 = 𝐶1𝑒𝑚1𝑥 + 𝐶2𝑒𝑚2𝑥

Respectivamente, ( suponiendo que las raíces de la ecc. Característica son reales y
distintas ).
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Utilizando:
𝑒ln 𝑥 = 𝑥   𝑥 > 0

𝑦 = 𝐶1𝑒𝑚1ln 𝑥 + 𝐶2𝑒𝑚2ln 𝑥 = 𝐶1𝑒𝑚1𝑡 + 𝐶2𝑒𝑚2𝑡

𝐶1 𝑒ln 𝑥 𝑚1 + 𝐶2 𝑒ln 𝑥 𝑚2

Donde:
𝑡 = ln 𝑥

Por lo tanto, cualquier ED de Cauchy - Euler siempre se puede escribir como una ED
lineal con coeficientes constantes sustituyendo:

𝑥 = 𝑒𝑡

Sustituimos:
𝑡 = ln 𝑥

———————————————————————————————————————Resolver:
𝑥2𝑦′′ − 𝑥𝑦′ + 𝑦 = ln 𝑥

𝑦′ = 𝑑𝑦
𝑑𝑥   ,  𝑦′′ = 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2

Sustituir:
𝑥 = 𝑒𝑡   𝑜   𝑡 = ln 𝑥

Utilizando a: t = ln x
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑑𝑦

𝑑𝑡 ∗ 𝑑𝑡
𝑑𝑥 = 𝑑𝑦

𝑑𝑡
1
𝑥 = 1

𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑡

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 = 𝑑

𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑑

𝑑𝑥
1
𝑥

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= − 1
𝑥2

𝑑𝑦
𝑑𝑦 + 1

𝑥
𝑑

𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑡
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= 𝑑𝑦
𝑑𝑡 − 1

𝑥2 + 1
𝑥

𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

1
𝑥

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 = 1

𝑥2
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2 − 𝑑𝑦

𝑑𝑡

La ED:
𝑥2𝑦′′ − 𝑥𝑦′ + 𝑦 = ln 𝑥

𝑥2 1
𝑥2

𝑑2𝑦
𝑑𝑡2 − 𝑑𝑦

𝑑𝑡 − 𝑥 1
𝑥

𝑑𝑦
𝑑𝑦 + 𝑦 = ln 𝑒𝑡

𝑑2𝑦
𝑑𝑡2 − 𝑑𝑦

𝑑𝑡 − 𝑑𝑦
𝑑𝑡 + 𝑦 = 𝑡

𝑑2𝑦
𝑑𝑡2 − 2𝑑𝑦

𝑑𝑡 + 𝑦 = 𝑡

𝑦𝑐

Ecc. Característica:
𝑚2 − 2𝑚 + 1 = 0

𝑚 − 1 𝑚 − 1 = 0

𝑚1 = 𝑚2 = 1

𝑦𝑐 = 𝐶1𝑒𝑡 + 𝐶2𝑡𝑒𝑡

Utilizando método de coeficientes indeterminados.
Calcular 𝑦𝑝

𝑦𝑝 = 𝐴 + 𝐵𝑡

𝑦′
𝑝 = 𝐵   ,   𝑦′′

𝑝 = 0

𝑦′′
𝑝 − 2𝑦′

𝑝 + 𝑦𝑝 = 𝑡

0 − 2𝐵 + 𝐴 + 𝐵𝑡 = 𝑡
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𝐵𝑡 + − 2𝐵 + 𝐴 = 𝑡

𝐵 = 1          − 2𝐵 + 𝐴 = 0 => 𝐴 = 2

∴  𝑦𝑝 = 𝐴 + 𝐵𝑡 = 2 + 𝑡

Solución general:
𝑦 = 𝑦𝑐 + 𝑦𝑝

= 𝐶1𝑒𝑡 + 𝐶2𝑡𝑒𝑡 + (2 + 𝑡)

𝑥 = 𝑒𝑡      ,      𝑡 = ln 𝑥

𝑦 = 𝐶1𝑒ln 𝑥 + 𝐶2 ln 𝑥 𝑒ln 𝑥 + (2 + ln 𝑥 )

= 𝐶1𝑥 + 𝐶2𝑥 ln 𝑥 + (2 + ln 𝑥 )


