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Apunte 28
Una ecuación de la forma:

𝑎𝑛𝑥𝑛𝑦(𝑛) +  𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1𝑦(𝑛−1) + … + 𝑎1𝑥𝑦′ + 𝑎0𝑦 = 𝑔(𝑥)

𝑦(𝑛) = 𝑑𝑛𝑦
𝑑𝑥𝑛

Donde 𝑎𝑖 𝑖 = 0, … , 𝑛 son constantes; se conoce como una ecc. De Cauchy - Euler.

𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑑𝑛𝑦
𝑑𝑥𝑛

𝑎𝑛𝑥𝑛𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1𝑦(𝑛−1) + … + 𝑎1𝑥𝑦′ + 𝑎0𝑦 = 0

Ecc. Homogénea de segundo orden: (Ecc. Cauchy - Euler)
→  𝑎𝑥2𝑦(2) + 𝑏𝑥𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 (homogénea)
→  𝑎𝑥2𝑦(2) + 𝑏𝑥𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑔(𝑥) (no homogénea)

𝑎𝑥2 = 0   𝑠𝑠𝑖   𝑥 = 0

i. Encontraremos soluciones generales definidas en (0, + ∞)

ii. Las soluciones en (− ∞, 0) se obtienen sustituyendo 𝑡 =− 𝑥 en la ED.
𝑎𝑥2𝑦(2) + 𝑏𝑥𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0

Proponemos una solución de la forma 𝑦 = 𝑥𝑚 donde m es una valor por determinar.
𝑦 = 𝑥𝑚

𝑦′ = 𝑚𝑥𝑚−1

𝑦(2) = 𝑚(𝑚 − 1)𝑥𝑚−2

⋮
𝑦(𝑘) = 𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2) ⋯ (𝑚 − (𝑘 − 1))𝑥𝑚−𝑘
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𝑎𝑥2𝑦(2) + 𝑏𝑥𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑎𝑥2𝑚 𝑚 − 1 𝑥𝑚−2 + 𝑏𝑥𝑚𝑥𝑚−1 + 𝑐𝑥𝑚 = 0

= 𝑎𝑚 𝑚 − 1 𝑥𝑚 + 𝑏𝑚𝑥𝑚 + 𝑐𝑥𝑚 = 0

𝑥𝑚 𝑎𝑚 𝑚 − 1 + 𝑏𝑚 + 𝑐 = 0

Como 𝑥𝑚 ≠ 0 :

𝑎𝑚 𝑚 − 1 + 𝑏𝑚 + 𝑐 = 0
Ecc. Característica:

𝑎𝑚2 + 𝑏 − 𝑎 𝑚 + 𝑐 = 0

———————————————————————————————————————Tres casos:
i. Raíces reales y distintas.

Sean 𝑚1 , 𝑚2 ∈𝑅 ∋ 𝑚1 ≠ 𝑚2

Entonces:
𝑦1 𝑥 = 𝑥𝑚1   ,   𝑦2 𝑥 = 𝑥𝑚2

Forman un conjunto fundamental de soluciones. (Ejercicio) en (0, + ∞)

Solución general:
𝑦 = 𝐶1𝑥𝑚1 + 𝐶2𝑥𝑚2  𝑒𝑛  (0, + ∞)

Ejemplo:
Resolver:

𝑥2𝑦(2) − 2𝑥𝑦′ − 4𝑦 = 0

Proponemos la solución:
𝑦 = 𝑥𝑚

𝑥2𝑚 𝑚 − 1 𝑦𝑚−2 − 2𝑥𝑚𝑦𝑚−1 − 4𝑥𝑚 = 0

𝑚 𝑚 − 1 − 2𝑚 − 4 𝑥𝑚 = 0
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Ecc. Característica:
𝑚2 − 3𝑚 − 4 = 0

𝑚1 =+ 4   ,   𝑚1 =− 1

Solución general:
𝑦 = 𝐶1𝑥4 + 𝐶2𝑥−1   𝑒𝑛   (0, + ∞)

———————————————————————————————————————
ii. Raíces reales repetidas.

Sean 𝑚1 = 𝑚2 ∈𝑅, así solo tenemos una solución particular:
𝑦1 = 𝑥𝑚1

La segunda solución es de la forma:
𝑦2 = 𝑥𝑚1 ln (𝑥)

𝑦1, 𝑦2  𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑢𝑛𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 (𝐸𝑗𝑒𝑟𝑐𝑖𝑐𝑖𝑜)

La solución general es:
𝑦 = 𝐶1𝑥𝑚1 + 𝐶2𝑥𝑚1 ln (𝑥)    𝑒𝑛   (0, + ∞)

Ejemplo:
Resolver:

4𝑥2𝑦(2) + 8𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0
Ecc. Característica:

4𝑚 𝑚 − 1 + 8𝑚 + 1 = 0

4𝑚2 + 4𝑚 + 1 = 0

𝑚1 = 𝑚2 =− 1
2Solución general:

𝑦 = 𝐶1𝑥−1
2 + 𝐶2𝑥−1

2 ln (𝑥)    𝑒𝑛   (0, + ∞)
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Para una ED de Cauchy - Euler de orden superior, 𝑚1 es una raíz de multiplicidad K>2entonces:
𝑥𝑚1   ,   𝑥𝑚1 ln (𝑥)   ,   𝑥𝑚1 ln (𝑥) 2    ,   𝑥𝑚1 ln (𝑥) 3    , … , 𝑥𝑚1 ln (𝑥) 𝑘−1

Son K soluciones, son l.i.
Así la solución general debe contener una combinación lineal de estas K soluciones.
———————————————————————————————————————
iii. Raíces complejas conjugadas.

𝑚1 = 𝛼 + 𝑖𝛽   ,   𝑚2 = 𝛼 − 𝑖𝛽

𝛼, 𝛽 > 0 ∈𝑅
Una solución general:

𝑦 = 𝐶1𝑥𝛼+𝑖𝛽 + 𝐶2𝑥𝛼−𝑖𝛽

𝑥𝑖𝛽 = 𝑒ln 𝑥 𝑖𝛽
= 𝑒𝑖𝛽ln 𝑥

𝑥𝑖𝛽 = 𝑒𝑖𝛽ln (𝑥) = cos 𝛽 ln (𝑥) + 𝑖 sin 𝛽 ln (𝑥)
𝑥−𝑖𝛽 = 𝑒−𝑖𝛽ln (𝑥) = cos 𝛽 ln (𝑥) − 𝑖 sin 𝛽 ln (𝑥)

𝑥𝑖𝛽 + 𝑥−𝑖𝛽 = 2 cos 𝛽 ln (𝑥)
𝑥𝑖𝛽 − 𝑥−𝑖𝛽 = 2𝑖 sin 𝛽 ln (𝑥)

Si 𝐶1 = 𝐶2 = 1
𝑦1 = 𝑥𝛼 𝑥𝑖𝛽 + 𝑥−𝑖𝛽 = 2𝑥𝛼 cos 𝛽 ln (𝑥)

Si 𝐶1 = 1   𝑦   𝐶2 =− 1
𝑦2 = 𝑥𝛼 𝑥𝑖𝛽 − 𝑥−𝑖𝛽 = 2𝑖𝑥𝛼 sin 𝛽 ln (𝑥)

∴ 𝑦1 = 𝑥𝛼 cos 𝛽 ln (𝑥)
   𝑦2 = 𝑥𝛼 sin 𝛽 ln (𝑥)

𝐹𝑜𝑟𝑚𝑎𝑛 𝑢𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑓𝑢𝑛𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠.

∴ Solución general es:
𝑦 = 𝐶1𝑥𝛼 cos 𝛽 ln (𝑥) + 𝐶2𝑥𝛼 sin 𝛽 ln (𝑥)
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Resolver el PVI:
4𝑥2𝑦′′ + 17𝑦 = 0      𝑦 1 =− 1      𝑦′ 1 =− 1

2

Suponiendo que la solución es:
𝑦 = 𝑥𝑚

Entonces la Ecc. Característica es:
4𝑚 𝑚 − 1 + 17 = 0

4𝑚2 − 4𝑚 + 17 = 0

𝑚 = 4 ± 16 − 4(17)
2(4) = 4 ± 16𝑖

8 = 1
2 ± 2𝑖

𝛼 = 1
2    ,   𝛽 = 2

Solución general:
𝑦 = 𝐶1𝑥

1
2 cos 2 ln (𝑥) + 𝐶2𝑥

1
2 sin 2 ln (𝑥)

𝑚1 = 1
2 + 2𝑖 →  𝛼 = 1

2    𝛽 = 2

𝑚2 = 1
2 − 2𝑖 →  𝛼 = 1

2    𝛽 =− 2

𝐶2 = 𝐶2

𝑦 = 𝐶1𝑥
1
2 cos − 2 ln (𝑥) + 𝐶2𝑥

1
2 sin − 2 ln (𝑥)

= 𝐶1𝑥
1
2 cos 2 ln (𝑥) − 𝐶2𝑥

1
2 sin 2 ln (𝑥)

= 𝐶1𝑥
1
2 cos 2 ln (𝑥) + 𝐶2𝑥

1
2 sin 2 ln (𝑥)
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Dadas las condiciones iniciales:
𝑦 1 =− 1   ,   𝑦′ 1 =− 1

2

𝑦 = 𝐶1𝑥
1
2 cos 2 ln (𝑥) + 𝐶2𝑥

1
2 sin 2 ln (𝑥)

𝑥 = 1   ,   − 1 = 𝑦 1 = 𝐶1 + 𝐶2 ∗ 1 ∗ 0 =>  𝐶1 =− 1

𝑦′ = 𝐶1
𝑥

−1
2

2 cos 2 ln (𝑥) + 𝑥
1
2 − sin 2 ln (𝑥) ∗ 2

𝑥 + 𝐶2
𝑥

−1
2

2 sin (2 ln (𝑥) ) + 𝑥
1
2 cos 2 ln (𝑥) ∗ 2

𝑥

− 1
2 = 𝑦′ 1 = 𝐶1

1
2 + 0 + 𝐶2 ∗ 2  =>   𝐶2 = 0

− 1
2 =− 1

2 + 𝐶2 ∗ 2

La solución al PVI es:
𝑦 =− 𝑥

1
2 cos 2 ln (𝑥)    𝑒𝑛   (0, + ∞)

Gráfica:
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Resolver:
𝑥3𝑦(3) + 5𝑥2𝑦(2) + 7𝑥𝑦′ + 8𝑦 = 0

Ecc. Característica: Suponer que la solución es de la forma:
𝑦 = 𝑥𝑚

1𝑚 𝑚 − 1 𝑚 − 2 + 5𝑚 𝑚 − 1 + 7𝑚 + 8 = 0

𝑚3 + 2𝑚2 + 4𝑚 + 8 = 0

1   2   4    8 − 2
         − 2  0 − 8                

    1   0   4     0            

𝑚2 + 4 = 0       𝑚 =± 2𝑖

𝑚1 =− 2   ,   𝑚2 = 2𝑖   ,   𝑚3 =− 2𝑖

𝛼 = 0   ,   𝛽 = 2

Solución general:
𝑦 𝑥 = 𝐶1𝑥−2 + 𝐶2𝑥0 cos 2 ln (𝑥) + 𝐶3𝑥0 sin 2 ln (𝑥)

———————————————————————————————————————Ejercicio:
𝑥2𝑦′′ − 3𝑥𝑦′ + 3𝑦 = 2𝑥4𝑒𝑥

             


