Apunte 28
Una ecuacion de la forma:
a,x"y "W+ a, "y 4 ragxy’ +agy = g(x)
"y

m_=J
Y dx"

Donde a; i =0, ..., n son constantes; se conoce como una ecc. De Cauchy - Euler.

a,x"y™ +a,_1x" D 4 v ayxy’ +agy =0
Ecc. Homogénea de segundo orden: (Ecc. Cauchy - Euler)

— ax’y® +bxy’ +cy =0 (homogénea)
— ax’y® + bxy’ +cy =g(x)  (no homogénea)

ax>=0 ssi x=0
i.  Encontraremos soluciones generales definidas en (0, + o)
ii. Las soluciones en (— oo, 0) se obtienen sustituyendo t =—x en la ED.
ax®y@ + bxy’ +cy =0
Proponemos una solucion de la forma y = x™ donde m es una valor por determinar.

y=x"
y’ = mx™!

y(z) =m(m —1)x"?

y(k) =m(m—1)(m — 2‘) oo (m = (k - 1))xm—k



Licx™ =0

ax®y? + bxy” + cy = ax?m (m — 1) X2 + bxmx"~
=am(m—1)x" +bmx™ +cx" =0
x"(am(m—-1)+bm+c) =0
Como x™ #0:
am(m—-1)+bm+c=0

Ecc. Caracteristica:
am*>+(b-a)m+c=0

Tres casos:
i. Raices reales y distintas.
Sean m, ,m, ER>mq #m,

Entonces:
{y1(0) =x" , yy(x) =x"2}

Forman un conjunto fundamental de soluciones. (Ejercicio) en (0, + o)

Solucién general:
Yy =Cqx"™ + Cyx™2 en (0, + o)

Ejemplo:

Resolver:

Proponemos la solucion:

x2m(m—1) y" 2 - 2xmy™ ! —4x™ =0

(m(m-1)-2m—-4)x" =0



Ecc. Caracteristica:
m2-3m—-4=0

m1 :+4 , ml =-— 1
Solucién general:

Y= Cix*+Cox™t en (0, + )

ii. Raices reales repetidas.
Sean m; = m, €R, asi solo tenemos una solucion particular:
yp =x"
La segunda solucion es de la forma:
Yy, =x"1In(x)
{v1, yo} es un conjunto fundamental de soluciones (Ejercicio)
La soluciéon general es:

y=Cx" +Cox™In(x) en (0, + )
Ejemplo:

Resolver:
4x%y@ + 8xy’ +y =0
Ecc. Caracteristica:

dm(m-1)+8m+1=0

dm?+4m+1=0

I |
My =My ==5
Solucion general:

1 1

y=Cyx 2+ Cox 2In(x) en (0, + o)



Para una ED de Cauchy - Euler de orden superior, m; €s una raiz de multiplicidad K>2
entonces:

X" xXMIn(x) , x™(In(x)? , ¥ (Inx)® , .., x™(In(x)*?
Son K soluciones, son l.i.

Asi la solucién general debe contener una combinacion lineal de estas K soluciones.

iii. Raices complejas conjugadas.
my=a+if , my=a-ip

a,f>0€eR
Una solucién general:

y = CxP 4 CyxiP

¥iB = (elnx)iﬁ — pifInx

xF = PN = cos (BIn (x)) +isin(B1n (x))
x 7 = g7 () = cos (BIn(x)) —isin(BIn(x))

x# + x7 =2 cos(BIn(x))
X — x7 = 2isin(BIn(x))

S| Cl = C2 = 1
Yy =x% (xiﬁ + x‘iﬁ) = 2x* cos(B1In (x))

Sic,=1y Cy=-1
Yy =x% (xiﬁ — x‘iﬁ) = 2ix* sin (B In(x))

~yp =x%cos(BIn(x))

v = x*sin(B1n () ] Forman un conjunto fundamental de soluciones.

.. Solucion general es:

y = C1x% cos(B1In (x)) + Cpx%sin (B In (x))



Resolver el PVI:

dxty” +17y =0 y(1) =-1 y’ﬂ):—%

Suponiendo que la solucion es:

Entonces la Ecc. Caracteristica es:
dm(m—-1)+17 =0

Am? —4m +17 =0

4+./16-4(17) 4+16i 1 .
= = ==+2]
2(4) 8 2

1
= — :2
o 5 B

Solucién general:
y = Cyx2cos(21n (x)) + Cox2sin (2In (x))
1, A 1
mp=,+2 - a=5 f=2

1, 1
my=5-21 > a=5 f=-2

1 1
y =Cq1x2cos(—2In(x)) + Cox2Zsin(—-2In(x))

1 1
=Cyx2cos(2In(x)) — Cox2sin(21n (x))

1 _ 1
=Cyx2cos(2In(x)) + Crx2sin(21n (x))



Dadas las condiciones iniciales:

1

yM=-1, ¥ =-3

1 1
y =C1x2cos(21In(x)) + Crx2sin(21In(x))

x=1, —1:y(1):C1+C2*1*0 => C1:—1

1

1
’ x 2 1 . 2 x2 . ! 2
Y =Cq 7cos(21n(x))+x2(—sm(21n(x)))>e; +C, Ts1n(2ln(x))+x2(cos(21n(x)))*;
1 1
—Ezy (1):C1 E+0 +C2*2 => C2=0
1 1
—2——2+C2*2

La solucioén al PVI es:
1

y=—x2cos(2In(x)) en (0, + o)
Gréfica:

20
15

10




Resolver:
3y +5x2y@ 1+ 7xy” + 8y =0

Ecc. Caracteristica: Suponer que la solucién es de la forma:
y=x
Im(m-1)(m-2)+5m(m-1)+7m+8=0

m+2m%+4m+8 =0

Solucion general:

y (%) = C1x2 + Cpx¥ cos(2In (x)) + C3x¥sin (21n (x))

Ejercicio:
x?y"" = 3xy’ + 3y = 2xte”



