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Apunte 24
Ejemplo 1.

𝑦′′ − 8𝑦′ + 25𝑦 = 5𝑥3𝑒−𝑥 + 7𝑒−𝑥

𝑦𝑐 
 𝑦′′ − 8𝑦′ + 25𝑦 = 0    ,    𝑚2 − 8𝑚 + 25 = 0

𝑚 = 8 ± 64 − 4(25)
2 = 8 ± − 36

2 = 8 ± 6𝑖
2

𝑚1 = 4 + 3𝑖   ,   𝑚2 = 4 − 3𝑖

𝑦𝑐 = 𝐶1𝑒4𝑥 cos 3𝑥 + 𝐶1𝑒4𝑥 sin (3𝑥)

𝑦𝑝

𝑔 𝑥 = 5𝑥3𝑒−𝑥 + 7𝑒−𝑥 = (5𝑥3 + 7)𝑒−𝑥

𝑦𝑝 = (𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐷)𝑒−𝑥

———————————————————————————————————————Ejemplo 2:
𝑦′′ + 4𝑦 = 𝑥 cos 𝑥

𝑦𝑐

𝑦′′ + 4𝑦 = 0   ,   𝑚2 + 4 = 0

𝑚 =± 2𝑖

𝛼 = 0   ,   𝛽 = 2

𝑦𝑐 = 𝐶1 cos 2𝑥 + 𝐶2 sin 2𝑥

𝑦𝑝
𝑔 𝑥 = 𝑥 cos 𝑥              𝑦𝑝 = 𝐴𝑥 + 𝐵 cos 𝑥 + 𝐶𝑥 + 𝐷 sin 𝑥
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Ejemplo 3.
𝑦′′ − 9𝑦′ + 14𝑦 = 3𝑥2 − 5 sin 2𝑥 + 7𝑥𝑒6𝑥

𝑦𝑐
𝑦′′ − 9𝑦′ + 14𝑦 = 0

𝑚2 − 9𝑚 + 14 = 0

𝑚 − 7 𝑚 − 2 = 0

𝑚1 = 7    ,    𝑚2 = 2

𝑦𝑐 = 𝐶1𝑒7𝑥 + 𝐶2𝑒2𝑥

𝑦𝑝

𝑔 𝑥 = 3𝑥2 − 5 sin 2𝑥 + 7𝑥𝑒6𝑥

A 𝑔1 𝑥 = 3𝑥2 le corresponde          →  𝑦𝑝1 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶

A 𝑔2 𝑥 =− 5 sin 2𝑥 le corresponde →  𝑦𝑝2 = 𝐸 cos 2𝑥 + 𝐹 sin 2𝑥

A 𝑔2 𝑥 = 7𝑥𝑒6𝑥 le corresponde      →  𝑦𝑝3 = (𝐺𝑥 + 𝐻)𝑒6𝑥

𝑦𝑝 = 𝑦𝑝1 + 𝑦𝑝2 + 𝑦𝑝3

                                                             = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 + 𝐸 cos 2𝑥 + 𝐹 sin 2𝑥 + (𝐺𝑥 + 𝐻)𝑒6𝑥

———————————————————————————————————————

𝑔1         𝑔2        𝑔3
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Ejemplo 4.
𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 𝑒𝑥

𝑦𝑐

𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 0

𝑚2 − 2𝑚 + 1 = 0

𝑚1,2 = 1

𝑦𝑐 = 𝐶1𝑒𝑥 + 𝐶2𝑥𝑒𝑥

𝑦𝑝

𝑔 𝑥 = 𝑒𝑥      ,      𝑦𝑝 = 𝐴𝑒𝑥

                               𝑦𝑝 = 𝐴𝑥𝑒𝑥

                                 𝑦𝑝 = 𝐴𝑥2𝑒𝑥

Sustituyendo en la EDO obtenemos:
𝐴 = 1

2      (𝐸𝑗𝑒𝑟𝑐𝑖𝑐𝑖𝑜)

𝑦𝑝 = 𝑥2𝑒𝑥

2              𝑛 = 2

Para casos como el ejemplo anterior. Si algún término de 𝑦𝑝 contiene términos que dupliquen los
términos de 𝑦𝑐 , entonces ese término que duplican los términos de 𝑦𝑐 , entonces ese término se
debe multiplicar por 𝑥𝑛 , onde n es el entero positivo más pequeño que elimina esa duplicación.

X
X
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Ejemplo 5.
𝑦′′ + 𝑦 = 4𝑥 + 10 sin 𝑥

𝑦𝑐
𝑦′′ + 𝑦 = 0

𝑚2 + 1 = 0

𝑚1,2 =± 𝑖

𝛼 = 0    ,    𝛽 = 1

𝑦𝑐 = 𝐶1 cos 𝑥 + 𝐶2 sin 𝑥

𝑦𝑝

𝑦𝑝 = 𝐴𝑥 + 𝐵 + 𝐶 cos 𝑥 + 𝐸 sin 𝑥

→ 𝑦𝑝 = 𝐴𝑥 + 𝐵 + 𝐶𝑥 cos 𝑥 + 𝐸𝑥 sin 𝑥

———————————————————————————————————————Ejemplo 6.
𝑦′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 6𝑥2 + 2 − 12𝑒3𝑥

𝑦𝑐
𝑦′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 0

𝑚2 − 6𝑚 + 9 = 0

𝑚1 = 𝑚2 = 3

𝑦𝑐 = 𝐶1𝑒3𝑥 + 𝐶2𝑥𝑒3𝑥

𝑦𝑝

𝑔 𝑥 = 6𝑥2 + 2 − 12𝑒3𝑥

𝑦𝑝 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 + 𝐸𝑒3𝑥

𝑦𝑝 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 + 𝐸𝑥2𝑒3𝑥

X

X
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Ejemplo 7.
𝑦′′′ + 𝑦′′ = 𝑒𝑥 cos 𝑥

𝑦𝑐

𝑦′′′ + 𝑦′′ = 0

𝑚3 + 𝑚2 = 0        ,        𝑚1 = 𝑚2 = 0         𝑚3 =− 1

𝑦𝑐 = 𝐶1 + 𝐶2𝑥 + 𝐶3𝑒−𝑥

𝑦𝑝
𝑔 𝑥 = 𝑒𝑥 cos 𝑥

𝑦𝑝 = 𝐴𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝐵𝑒𝑥 sin 𝑥

———————————————————————————————————————Ejemplo 8.
𝑦(4) + 𝑦′′′ = 1 − 𝑥2𝑒−𝑥

𝑦𝑐

𝑦(4) + 𝑦′′′ = 0   ,   𝑚4 + 𝑚3 = 0                𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚3 = 0 , 𝑚4 =− 1

𝑦𝑐 = 𝐶1 + 𝐶2𝑥 + 𝐶3𝑥2 + 𝐶4𝑒−𝑥

𝑦𝑝

𝑔 𝑥 = 1 − 𝑥2𝑒−𝑥

𝑦𝑝 = 𝐴 + 𝐵𝑥2𝑒−𝑥 + 𝐶𝑥𝑒−𝑥 + 𝐸𝑒−𝑥

                     (𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐸)𝑒−𝑥

𝑦𝑝 = 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥3𝑒−𝑥 + 𝐶𝑥2𝑒−𝑥 + 𝐸𝑥𝑒−𝑥

X
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Variación de Parámetros.
El método se utiliza para encontrar una solución particular 𝑦𝑝 de una ED lineal de orden n.
ED de segundo grado:

𝑎2 𝑥 𝑦′′ + 𝑎1 𝑥 𝑦′ + 𝑎0 𝑥 𝑦 = 𝑔(𝑥)

Escribir a la ED en forma estándar:
𝑦′′ + 𝑃 𝑥 𝑦′ + 𝑄 𝑥 𝑦 = 𝑓 𝑥   …. ∗         𝑎2 𝑥 ≠ 0

𝑃 𝑥 = 𝑎1(𝑥)
𝑎2(𝑥)     ,    𝑄 𝑥 = 𝑎0(𝑥)

𝑎2(𝑥)      ,    𝑓 𝑥 = 𝑔(𝑥)
𝑎2(𝑥)

Donde se supone P(x), Q(x) y f(x) son continuas en I.
———————————————————————————————————————
Para la ED (*) se busca una solución de la forma:

𝑦𝑝 = 𝑢1 𝑥 𝑦1 𝑥 + 𝑢2 𝑥 𝑦2 𝑥

Donde 𝑦1 y 𝑦2 forman un conjunto fundamental de soluciones en I de la ED homogénea
asociada (*)

𝑦′
𝑝 = 𝑢1𝑦′

1 + 𝑦1𝑢′
1 + 𝑢2𝑦′

2 + 𝑦2𝑢′
2

𝑦′′
𝑝 = 𝑢1𝑦′′

1 + 𝑦′
1𝑢′

1 + 𝑦1𝑢′′
1 + 𝑦′

1𝑢′
1 + 𝑢2𝑦′′

2 + 𝑦′
2𝑢′

2 + 𝑦2𝑢′′
2 + 𝑦′

2𝑢′
2

Sustituyendo en (*)
𝑦′′ + 𝑃 𝑥 𝑦′

𝑝 + 𝑄 𝑥 𝑦𝑝 = 𝑢1 𝑦′′
1 + 𝑃𝑦′

1 + 𝑄𝑦1 + 𝑢2 𝑦′′
2 + 𝑃𝑦′

2 + 𝑄𝑦2 + 𝑦1𝑢′′
1 + 𝑢′

1𝑦′
1 + 𝑦2𝑢′′

2

+ 𝑢′
2𝑦′

2 + 𝑃 𝑦1𝑢′
1 + 𝑦2𝑢′

2 + 𝑦′𝑢′
1 + 𝑦′

2𝑢′
2

= 𝑑
𝑑𝑥 𝑦1𝑢′

1 + 𝑑
𝑑𝑥 𝑦2𝑢′

2 + 𝑃 𝑦1𝑢′
1 + 𝑦2𝑢′

2 + 𝑦′
1𝑢′

1 + 𝑦′
2𝑢′

2 = 𝑓(𝑥)

= 𝑑
𝑑𝑥 𝑦1𝑢′

1 + 𝑦2𝑢′
2 + 𝑃 𝑦1𝑢′

1 + 𝑦2𝑢′
2 +
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Funciones desconocidas 𝑢1 y 𝑢2 , por la cual es necesario dos ecc’s. Suponiendo que las funciones
𝑢1 y 𝑢2 satisfacen:

𝑦1𝑢′
1 + 𝑦2𝑢′

2 = 0

𝑦′
1𝑢′

1 + 𝑦′
2𝑢′

2 = 𝑓(𝑥)

Regla de Crammer:

0 ≠  𝑊 =
𝑦1 𝑦2
𝑦′

1 𝑦′
2

      𝑊1 =
0 𝑦2

𝑓(𝑥) 𝑦′
2

     𝑊2 =
𝑦1 0
𝑦′

1 𝑓(𝑥)

𝑢′
1 = 𝑊1

𝑊 = − 𝑓(𝑥)𝑦2
𝑊         𝑢′

2 = 𝑊2
𝑊 = 𝑦1𝑓(𝑥)

𝑊     ….(∗∗)

Las funciones 𝑢1 y 𝑢2 se encuentra integrando (**)
𝑦𝑝 = 𝑢1𝑦1 + 𝑢2𝑦2


