Apunte 20
Ecuaciones Diferenciales Lineales Homogéneas de grado 2 con coeficientes constantes.

ay” +by’ +cy =0
Con soluciones de tipo:

y — emx
Significa que al sustituir en la EDO:

am?e™ + bme™ + ce™ = ()

Debe ser solucioén, la cual debe satisfacer la igualdad. Lo cual ayuda mucho a resolver las EDO, lo
cual el problema se reduce a resolver la ecc. caracteristica:

am? +bm+c=0

En otras palabras seria encontrar las raices de este polinomio de grado 2. A partir de la formula
general, las soluciones son de esta forma:

_ —b+\b*-4ac

B 2a
Por otro lado, todo polinomio de grado 2, tiene siempre 2 soluciones, el tipo de las soluciones
depende del discriminante de nuestra ecuacion, la cual es la expresion que se obtiene de la raiz
cuadrada. Dado que el discriminarte es un numero real, obtenemos 3 posibilidades:
i. A >0 Raices reales y distintas. m; # m,

{yl =e™M* |y, = em2x} conjunto fundamental

Solucion general de la ED: — y =Cyy; +Cyy, C;p,Cy€eR



Resolver: 2y"" -5y’ -3y =0
Cumple con las condiciones, es lineal homogénea de orden 2 con coeficientes constantes.
La ecc. caracteristica de la ED es:

2m*—5m -3 =0
Formula general:

m_5¢J25+24_51\/E_5i7
-4 T4 3

A>0 - A=49>0

Las raices son reales y distintas:

Por lo tanto las 2 soluciones son de la forma:

X
ly1:e3x ;Yo =e 2}

Podriamos calcular el Wronskiano para verificar o demostrar que:

W(y1,y2) #0 Vxl =R

Solucién general de la ED:

N [=

y=Ce¥ +Che



ii. A =0 Raices reales e iguales. m; =m,
{yl =e™M* oy, = xemlx} son un conjunto fundamental

Solucion general de la ED: — y =Cyy;+Cyy, C;,Crel =R

Resolver: v’/ — 10y’ + 25y =0

Cumple con las condiciones, por lo tanto la ecc. caracteristica es:
m?-10m+25=0

Factorizacion:

(m-5)?%=0

Las raices son:

Obtenemos que las 2 soluciones son:

{yl =, Yy, = xe5x} conjunto fundamental

Solucion general:
y=Cye%+Coxe™ en I=R
iii. A <0, myym,sonraices complejas y conjugadas.
mp=a+if apfeR >0

My =a— lﬁ
Soluciones l.i. , Wronskiano diferente de cero:

Y= e(a+iﬁ)x , Yy = e(a—iﬁ)x

Férmula de Euler:

ei@

e = cosO —isin®

=cosB +isinf



e'P* = cos fx + i sin fx

% = cos fx — i sin fx

e'P* 1 7% = 2 cos

e'Px — 71 = 2isin x

Solucion de la ED:
y= Cle(a+iﬁ)x + CZe(a—i,B)x

Sl Cl = C2
- y3= platip)x | p(a=if)x _ pax (e+iﬁx + e—iﬁx)
=e™2cosfx
Es un nueva solucién de la ED.
SiClzl ’ C2:—1

Yy = e(a+iﬂ)x _ e(a—iﬁ)x — X (e+iﬁx _ e—iﬁx)

= e™*2isin fx
La cual también es solucién de la ED.
. eMcosBx , e sinfx
Son soluciones de la ED y forman un conjunto fundamental en I = R

Solucién general:

y =Cre*cospx+ Cre™sinfx enl=R



Resolver: v’/ +4y’ +7y =0

Ecc. Caracteristica:
m2+4m+7 =0

o _—4x\16-28 —4+[-12 _-4+2i
2

2 2

m1:—2+\/§i , mZ:—Z—\/Ei son complejas

a=—2

p=13

Por lo tanto una solucion real de nuestra ED es igual a:
{yl = e ¥ cos (\/gx) , Yy =e sin(\/gx)} conjunto fundamental

Solucion general:

y =Cqe 2" cos (\/gx) +Che™ sin(\/gx) enl =R



Ecuaciones Diferenciales Exactas:
M (x,y)dx+N(xy)dy =0
La ED es exacta cuando M, = N,

Si la ED no es exacta entonces procedemos a encontrar un Factor Integrante:

My—N

N

Si este cociente es una funcion que solo depende x.

Entonces nuestro factor integrante es igual a:

M, -N
f yN L dx
u() =e
.o Nx_M . . .’
ii. —ZM Si este cociente es una funcién solo de y.
N.-M
f XM Y dx

u(y) =e



Resolver: 4y"" + 4y’ +17y =0  y(0)=-1 , y’(0) =2

Ecc. Caracteristica:

dm*+4m+17 =0
Las raices son:

m:—4i~/16—16(17) —4+4[-16 -4+4x4

8 8 8
ml——%+21 , mz——%—Zz
a:—% p=2i

Las soluciones:

x X
[y1 =e 2cos(2x) Yy, =e Zsin (Zx)} conjunto fundamental
Solucién general:
X X
y =Cqe 2cos(2x) + Cpe 2sin(2x) enl =R
Evaluando con las condiciones iniciales:
~1=y(0) =Cy*1cos(0) +Cy*1sin(0) =Cy*1+1=>-1=C4

Vi Cl _E _E . C2 _E . _K
vy (%) :—76 2cos(2x) —2Cqe 2sm(2x)—?e 2sin (2x) + 2Cye 2cos(2x)

2 :y’(O) :—%*1*Cos(0) —2C1*1*sin(0)—%*1*sin(0)+2C2*1*cos(O)

Solucién al PVI — y =2 (— cos2x +2 sin2x) I=R

X — oo
X —>—00
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Gréfica de la funcién
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Ecuaciones de orden Superior
ED lineal homogénea con coeficientes constantes:
apy™ +a, 1y D+ +agy +agy =0 aieR  Vi=0,..n

La solucion de tipo:

Ecc. Caracteristica de la ED:
aym" +a, m" N+ L raymtag =0 ..(x)
Es una ecc. Polinomial (algebraica) de grado n.

Supongamos quemy, m,, ..., m, son raices reales y distintas, entre ellos, de (*)



Las soluciones de la ED: (*)

{yl =™y, =", Ly, = em"x} Forman un conjunto fundamental en I = R

Solucion general:

myX

y=Cre"M + Cpe"* + .+ Cpe™*  enl=R



