Apunte 18

Considerar el siguiente conjunto:
{100 = cos?(0) ,f2(x) =sin® (%) 3 (x) =sec®(x), f4(x) = tan’ (x)}

¢Este conjunto de funciones es “l.i” 0 “1.d”?
¢Hay alguna relacién entre este conjunto de funciones?

Verificando las relaciones:

2

cos?x + sin?

x=1

1+ tan?x = sec?x

Dada las relaciones anteriores, ¢existen escalares diferentes de 0, de tal manera que se tenga la
siguiente relacion?

2

€1COS“X + Cp sin®

X+ czsec’x + ¢y tan?x =0
Sea:
C1 =C = 1

1+ c3sec?x +cytan®x =0

¢Cuales serian los valores de las constantes c3 y ¢4 para que la combinacion sea 0?

Si:
C3:—1,C4:1

2 2 2

1-sec?x + tanx = sec?x—sec?x =0

“cp=cy=c4=1,c3=-1 son #0
.. El conjunto es 1.d.
Porque existen coeficientes diferentes de 0, de manera que sea igual a cero el conjunto.

Por lo tanto, demostrar que un conjunto es linealmente dependiente o independiente no es tan
sencillo. Dependen las funciones.



Definicion Wronskiano:

Suponga que cada una de las funciones f; (x), f>(x), ..., f (x) , suponemos que tienen al menos
n-1 derivadas. El determinante denotado como:

f1 1o o fa
W(f1, far s fn) = f1 f2 fn
fgn—l) (2n—1) . ;n—l)

Donde las primas denotan derivadas, se llaman Wronskiano de las funciones.

Calcular el Wronskiano del conjunto {e", ezx,e3x}

2
W(ex, e x,e3x) =

7
L7
L7
\
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= — 2657 — 12657 — 966 4 18657 + 457 + 3¢5
= 2¢5%

Teorema: Criterio para soluciones Li.

Sean vy, y,, .. , yn n (funciones) — soluciones de la ED lineal homogénea de n-ésimo orden de la
forma:
an (Y + a1 (Y + @ ()Y +ag(9y =0

Sean definidas en el intervalo I.
El conjunto de soluciones es linealmente independiente en I ssi:
W(y1, Y2, Yn) #0 Vxel

El conjunto de funciones es linealmente independiente en I ssi:

W (1, Y2, -, Yn) (xg) =0 Para algin xy€l.



Definicion: Conjunto fundamental de soluciones

Cualquier conjunto {y1, ¥, ... , ¥} de n soluciones Li. de la ED lineal homogénea de n-ésimo orden
en un intervalo I es un conjunto fundamental de soluciones en I.

Si hablamos de un conjunto fundamental de soluciones, ¢Que ED lineal homogénea tiene un
conjunto fundamental?

Teorema: Existencia de un conjunto fundamental.

Existe un conjunto fundamental de soluciones para la ED lineal homogénea de n-ésimo orden en
L.

Teorema: Solucién general de las ecuaciones homogéneas

Sean:
{]/11 Y2, s yn}

Un conjunto fundamental (1.i.) de soluciones de la ED homogénea de n-ésimo orden en I. Entonces
la SOLUCION GENERAL de la ecuacién en I, es:

Yy =c1y1(X) + Y2 (X) + oo + €Y (%)

dondec;,i =1,2, .., n son constantes arbitrarias.

Ejemplo 1: Sea la ED lineal homogénea de segundo orden.
y" =9y =0

Las funciones: y; =e** , y, =¢>* son soluciones de la ED. (Ejercicio; demostrar que son
soluciones de la ED).

Demostracion: y; = >

9e* —9(e*) =0
9e% — 93 =

Demostracion: y; = ¢™>*

973 —9(¢™3) =0
9e™3* — 9™ = ()
.. son soluciénes de la ED.



¢En que intervalo I pueden estar definidas las 2 funciones anteriores?
I=R
¢yl,y2, forman un conjunto fundamental?
El conjunto de soluciones es linealmente independiente en I ssi:
W(y1, Y2, Yn) #0 Vxel
— Calcular el Wronskiano del conjunto {63", 3‘3"}

X

-3x

W(eBx, e—3x) _le

=-3-3=-6#0 VxeR
~.{y1, y,} Forman un conjunto Li.
— {y1, y»} Son un conjunto fundamental de soluciones:

y = c1>* + cpe™>* Solucién general de la ED.

ED lineales homogéneas con coeficientes constantes.

*Sila ED es de orden n, significa: —  a,y" +a,_1y" ' + .. +ayy’ +agy =0
Todos los a; son constantes, no dependen de “x”.

*Si la ED es de orden 1 (uno): aqy’ +agy = 0 ****
(homogénea, lineal), necesitamos que: {a, , 4y €R} y a;#0 ;sial=01laED yano esde ler
orden.

Dado que: a; #0

Resolver: y" = ky

Sustituir en aqy” +agy =0
a;me™* +age™ =0



Factorizando la EXP
e"™ (aym +ag) =0
Dado que ™ #0 Vx
—aym+ag=0

Podemos deducir que para encontrar una solucion de la ED (****), suponiendo que las soluciones
sean de y=e/\mx, significa que de resolver una ED, reducimos el problema a resolver una ecuacion
algebraica de ler grado.

— a;m +ay =0 Ecc. Algebraica de ler grado, donde la incognita es “m”

)
a - X .
m=--2 — y=e “ Essolucién de la ED.
1

Esta ED de ler orden se puede resolver a través del factor integrante 6 por variables separables.

ED lineal homogénea de 2do orden:
ay”’ + by’ +cy =0
Suponiendo que y =™ , v’ =me™ , y" = m?e™
e"”‘(am2 + bm + c) =b
—am?+bm+c=0

Ecc. Caracteristica (auxilidar) de la ecuacion.

Resolver la ecc. caracteristica:

— b+ b?-4ac

m=-

2a
_ —b+b*—4ac
— M= 2a
Por lo que:
—b -\ b? - 4ac
I PR



Discriminante es — b2 — 4ac

1. (bz —4ac > 0), my y my son reales y distintos.
2. (bz —4ac = 0), my y m, son reales e iguales.

3. (bz —4dac < 0), my y my son complejos conjugados.

Caso i) Raices reales y distintas.
mq * ny

Entonces dos soluciones de la ED
y1=e""y yp ="
{v1,y2} Es Li. en I=R; ... es un conjunto fundamental, la solucién general de la ED.
y =cpe™* + cpe?
Caso ii) Raices reales e iguales.
my =y

Una solucinén de laED es y; = ¢™1* ylasegunday, = xe™" , {y,y,} esLi. enI=R, es conjunto
fundamental.

Solucién general:

y =cie"* + cyxe™*



